E studantices * Ficha

Ficha 13 — Resolucao aproximada de equacoes

12° Ano Matemédtica A 4 paginas 12 exercicios

Objetivo: aplicar o teorema dos valores intermédios (Bolzano-Cauchy) para garantir a existéncia de raizes, localizar raizes pelos métodos da

bissecdo e de Newton-Raphson, interpretar geometricamente cada método e comparar as suas velocidades de convergéncia.

Revisdo rapida — resolucdo aproximada de equacoes

¢ Teorema dos valores intermédios (Bolzano-Cauchy): se f é continua em [a, b] e f(a) e f(b) tém sinais contrarios (f(a) x f(b) < 0), entdo existe pelo menos um c em ]a, b[ tal
que f(c) = 0. O teorema garante a existéncia da raiz (ndo a unicidade, nem o seu valor).

* Unicidade: se além da continuidade a funcdo for estritamente mondétona no intervalo (por exemplo f' > 0 em ]a, b[), a raiz é unica.

* Método da bissec3o: a partir de [a, b] com f(a)-f(b) < 0, calcula-se o ponto médio m; o sinal de f(m) diz qual das metades contém a raiz. Repetindo, o intervalo reduz-se a

metade em cada passo: ao fim de n iteracdes tem largura (b — a)/2".

* Método de Newton-Raphson: a partir de uma estimativa inicial xo, usa-se a reta tangente ao gréfico nesse ponto: x,, = x, = f(x_)/f'(x,). Geometricamente, x ., € a abcissa

em que a tangente em x, corta o eixo Ox.

¢ Comparacio: a bissecio converge sempre (sé precisa de continuidade e de mudanga de sinal), mas devagar — cada iteragdo ganha um digito bindrio. O método de Newton

converge muito mais depressa quando a estimativa inicial é boa, mas exige o célculo de ' e pode falhar se f'(x) for préximo de zero ou se a estimativa estiver longe da raiz.

* Nota sobre arredondamentos: uma raiz obtida por método numérico é sempre um valor aproximado; a precisdo pretendida determina quantas iteragdes realizar.

Exercicios

1. Bolzano-Cauchy: mostra que a equacdo x3 + x — 1 = 0 tem pelo menos uma solucdo em ]0, 1[ e justifica que essa solucio é Unica.

2. Bissecdo: aplica o método da bissecdo a equacio x3 + x — 1 = 0, partindo de [0, 1], e realiza quatro iteracdes, indicando o intervalo obtido em cada uma.

3. Newton-Raphson: aplica o método de Newton-Raphson & mesma equacdo, partindo de x, = 1, e calcula trés iteracdes (seis casas decimais).
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4. Velocidade de convergéncia: sabendo que a raiz vale aproximadamente 0,6823278038, calcula o erro de cada uma das iteracdes de Newton-Raphson (notacdo

cientifica) e explica o que observas nos erros.

5. Outra equac3o: usa a bissecdo para localizar a raiz de cos x = x no intervalo [0, 1] e indica um valor aproximado as seis casas decimais.

6. Com exponencial: localiza a raiz de €* = 3 - x no intervalo [0, 1] e apresenta-a com seis casas decimais.

7. Trés raizes: mostra, pelo teorema dos valores intermédios, que a equacdo x3 - 4x + 1 = 0 tem trés solucdes, indicando intervalos de amplitude 1 que as

contenham.
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8. Interpretacio geométrica da bissecdo: explica, com um esboco, o que acontece geometricamente em cada iteracdo do método da bissecdo e porque é que o

método converge sempre.

9. Interpretacdo geométrica de Newton-Raphson: explica o significado geométrico de cada iteracdo do método de Newton-Raphson, relacionando-o com a reta

tangente.

10. Comparacdo dos métodos: compara os dois métodos quanto a rapidez de convergéncia, as condi¢des exigidas e as situacdes em que cada um é preferivel.

Apoia a resposta nos resultados das questdes 2, 3 e 4.

11. Justificagdo: enuncia as hip6teses do teorema dos valores intermédios e explica por que razdo cada uma delas é indispensavel, dando um exemplo (mesmo que

esquematico) de uma funcdo que falha a conclusdo por ndo cumprir uma delas.

12. (Python) O programa seguinte aplica os dois métodos a equacdo x3 + x — 1 = 0 (20 itera¢des de bissecdo e 4 de Newton-Raphson). Executa-o e indica

exatamente o que é impresso, comparando com os resultados das questdes 2, 3 e 4.

def f(x):
return x *k 3 + x - 1

def df(x):
return 3 * x %k 2 + 1

a=20.0

b =1.0

for _ in range(20):
m=(a+b) /2

if f(m) < 0:
a=m
else:
b=m

print('Bissecao:', round((a + b) / 2, 6))

x =1.0
for _ in range(4):

x = x - f(x) / df(x)
print('Newton-Raphson:', round(x, 6))
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Solucoes — Resolucao aproximada de equacoes

1.Sejag(x) =x3+x - 1. Euma funcdo polinomial, logo continua em [0, 1]. Além disso g(0) = -1 <0 e g(1) =1 > 0, ou seja g(0) x g(1) < 0. Pelo teorema dos valores intermédios
existe pelo menos um c € ]0, 1[ com g(c) = 0. Quanto a unicidade: g'(x) = 3x2 + 1 > 0 para todo o x (¢ uma soma de parcelas ndo negativas com +1), pelo que g é estritamente

crescente em R e, sendo injetiva, ndo pode anular-se duas vezes — a solug&o ¢ Unica.

2. Iteragbes de bissecdo: iteracdo 1 — [0, 1], ponto médio 0,5, g(0,5) = —0,375 < 0, logo a raiz estd em [0,5, 1] - iteragdo 2 — [0,5, 1], médio 0,75, g(0,75) = 0,171875 > 0, logo
[0,5,0,75] - iteragdo 3 — [0,5, 0,75], médio 0,625, g(0,625) = -0,130859 < 0, logo [0,625, 0,75] - iteragdo 4 — [0,625, 0,75], médio 0,6875, g(0,6875) = 0,012451 > 0, logo
[0,625, 0,6875]. A raiz estd, portanto, em [0,625; 0,6875], um intervalo de largura 0,0625 (= 1/2%).

3. Com f(x) =x3+ x — 1 e f'(x) = 3x2 + 1, partindo de x, = 1: x, = 1 — f(1)/f'(1) = 1 - 1/4 = 0,750000 - x, = 0,75 - f(0,75)/f'(0,75) = 0,75 - 0,171875/2,6875 = 0,686047 - x5 =
0,686047 — f(0,686047)/f'(0,686047) ~ 0,682340. Os valores aproximam-se rapidamente da raiz, cujo valor é =~ 0,6823278038.

4. Erros relativamente a raiz 0,6823278038: x, = 0,750000 - erro 6,767 x 1072 - x, = 0,686047 - erro 3,719 x 1073 - x; = 0,682340 - erro 1,178 x 10~° - (uma quarta iteragdo,
xs = 0,6823278039, dd erro 1,185 x 1071°). Observa-se que o nimero de casas decimais corretas quase duplica a cada iteracdo: 1 casa, 3 casas, 5 casas e depois 10 casas. E
esta a razdo pela qual se diz que o método de Newton-Raphson tem convergéncia muito rapida.

5. A equacdo cos x = x € equivalente a cos x — x = 0. No intervalo [0, 1]: com h(x) = cos x — x, tem-se h(0) =1>0eh(1) =cos 1 - 1 = -0,4597 < 0, logo existe uma raiz. Aplicando

a bissecdo até a precisdo pedida obtém-se x = 0,739085 (confirmacao: cos(0,739085) = 0,739085).

6.e*=3 -xequivaleae*+x—-3=0.Comk(x) =e*+x—3,tem-sek(0)=1+0-3=-2<0ek(l)=e+1-3=0,7183 > 0, logo existe raizem ]0, 1[. A bissecdo (ou 0 método
de Newton) conduz a x = 0,792060 (confirmacao: e®7°2°%° 4+ 0,792060 = 3).

7. Seja p(x) = x® - 4x + 1, polinomial e portanto continua em R. Calculando: p(-3) = -27 + 12+ 1=-14<0ep(-2) =-8+ 8+ 1 =1> 0 = existe uma raizem]-3, -2[; p(0) =1 >
Oep(l)=1-4+1=-2<0= existeumaraizem]0,1[;p(l)=-2<0ep(2) =8-8+1=1>0 = existe uma raizem ]1, 2[. Como se trata de trés intervalos disjuntos de

amplitude 1, a equagdo tem trés solugdes (e, sendo um polinédmio de grau 3, ndo pode ter mais do que trés).

8. Geometricamente, a bissecdo corresponde a ir cortando o intervalo ao meio e escolher sempre a metade onde o gréfico atravessa o eixo Ox — isto &, onde a funcdo muda de
sinal. Em cada passo o intervalo que contém a raiz passa a ter metade da largura anterior, pelo que a incerteza sobre o valor da raiz reduz-se para metade em cada iteragdo. O
método converge sempre porque se apoia apenas em duas hipdteses muito fracas — continuidade e mudanca de sinal nos extremos — e essas ndo se perdem ao passar de um

intervalo para a sua metade: se f muda de sinal em [a, b], muda necessariamente de sinal numa das duas metades.

9. Em cada iteragdo de Newton-Raphson traga-se a reta tangente ao grafico no ponto atual (x,, f(x,)) e toma-se como nova estimativa a abcissa do ponto em que essa tangente
corta o eixo Ox. Ora a tangente em x,, tem equacéo y = f(x.) + f'(x ) (x — x); fazendo y = 0 e resolvendo em ordem a x obtém-se exatamente x = x, - f(x,)/f'(x), que é a férmula do

método. Geometricamente, quando o gréfico é «suave» e a estimativa esta perto da raiz, a tangente «aponta» quase diretamente para ela — dai a convergéncia muito répida.

10. Rapidez: pelos resultados das questdes 2 a 4, a bissecdo precisou de 4 iteracdes apenas para reduzir o intervalo a 0,0625, enquanto o método de Newton atingiu o erro de
1,178 x 107° logo na terceira iteracdo — e a largura do intervalo da bissecdo sé chega a valores da ordem de 107° por volta da décima sétima iteracdo, e a 1071° apenas por volta
da trigésima. Condigdes exigidas: a bissecdo exige somente continuidade e mudanca de sinal; Newton-Raphson exige que f seja derivavel, que se conhega f' e que f'(x ) # 0,
além de precisar de uma estimativa inicial razodvel. Preferéncia: a bissecéo é preferivel como método seguro de arranque (nunca diverge) e quando nao hé condicdes para

calcular a derivada; Newton-Raphson é preferivel quando a derivada é conhecida e se dispde de uma boa estimativa inicial, caso em que converge com muito menos iteracdes.

11. O teorema exige: (i) que f seja continua em [a, b] e (ii) que f(a) e f(b) tenham sinais contrdrios. Ambas sdo indispensdveis. Sem continuidade o gréfico pode «saltar» de um
lado para o outro do eixo sem nunca o atravessar — por exemplo, uma funcdo definida por f(x) = -1 em [0; 0,5[ e f(x) = 1 em [0,5; 1] tem f(0) < 0 e f(1) > 0 mas ndo se anula em
nenhum ponto de [0, 1], precisamente porque é descontinua em 0,5. Sem mudanca de sinal também nada se pode concluir: em f(x) = x2 + 1 tem-se f(0) = 1 e f(1) = 2, ambos

positivos, e de facto a funcdo ndo tem zeros reais — o teorema apenas ndo se aplica, o que mostra que a condi¢do do sinal ndo é dispensavel.

12. O programa imprime: Bissecao: 0.682328 e Newton-Raphson: 0.682328. A bissecdo com 20 iteragdes reduz o intervalo inicial [0, 1] a uma largura de 1/22° = 9,5 x 107,
dando o ponto médio 0,682328; o método de Newton com apenas 4 iteracdes chega ao mesmo valor arredondado, porque o seu erro cai de 3,719 x 1073 (iteracdo 2) para 1,178
x 107 (iteracdo 3) e para 1,185 x 1071° (iteracdo 4). Ambos os métodos concordam com o valor de referéncia da questdo 4 (0,6823278038) — a convergéncia de dois algoritmos

independentes para o mesmo valor é a confirmacdo mais forte possivel do resultado.

Nota: o teorema de Bolzano-Cauchy garante a existéncia mas ndo da o valor da raiz— é por isso que, depois de garantir que a raiz existe e estd isolada num intervalo, se usam métodos

numéricos (bissecdo ou Newton-Raphson) para a aproximar com a precisdo pretendida.
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