E studantices * Ficha

Ficha 3 — Probabilidade condicionada e arvores

12° Ano Matemédtica A 4 paginas 12 exercicios

Objetivo: calcular probabilidades condicionadas P(A|B), aplicar a regra do produto P(A n B) = P(B) x P(A|B), organizar experiéncias sequenciais

em arvores de probabilidade e resolver problemas com tabelas de contingéncia.

Revisao rapida — probabilidade condicionada

Definicdo: P(A|B) = P(A n B) / P(B), com P(B) > 0. L&-se «probabilidade de A sabendo que B ocorreu».
Ideia-chave: condicionar em B reduz o espaco de resultados a B — passa-se a dividir apenas pelos casos em que B aconteceu, e ndo por todos os casos.
Regra do produto: P(A n B) = P(B) x P(A|B) = P(A) x P(B|A). Euma consequéncia imediata da definicdo e o instrumento central nas drvores.

Arvores de probabilidade: em cada ramo escreve-se a probabilidade condicionada ao que ja aconteceu; a probabilidade de um caminho obtém-se multiplicando as

probabilidades dos seus ramos, e a de um acontecimento que retine varios caminhos obtém-se somando os caminhos.
Tabelas de contingéncia: organizam os casos por duas caracteristicas. Para condicionar, |&-se apenas a linha (ou coluna) da condic3o e divide-se pela sua totalidade.

Atencdo: P(A|B) e P(B|A) sdo, em geral, diferentes — a condicdo muda o conjunto de casos possiveis. Sé sdo iguais em situacdes particulares.

Exercicios

1. Definigdo: sabendo que P(A n B) = 0,24 e P(B) = 0,6, calcula P(A|B).

2. Duas condicionadas: com P(A) = 0,5, P(B) = 0,4 e P(A n B) = 0,2, calcula P(A|B) e P(B|A) e compara os resultados.

3. Tabela de contingéncia: numa populacdo de 200 pessoas ha 120 homens e 80 mulheres; fumam 48 homens e 16 mulheres. Calcula a) P(fumador | homem) - b)

P(fumador | mulher) - ¢) P(homem | fumador).
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E studantices * Exercicios (continuac3o)

4. Sem reposicdo: uma caixa tem 3 bolas brancas e 2 pretas. Retiram-se, ao acaso e sem reposicdo, duas bolas. Calcula a probabilidade de: a) ambas brancas - b)

ambas pretas - ¢) uma de cada cor. Confirma que as trés somam 1.

5. Regra do produto: sabendo que P(B) = 0,5 e P(A|B) = 0,7, calcula P(A n B).

6. Com reposicdo: na mesma caixa da questdo 4 (3 brancas e 2 pretas), a primeira bola é reposta antes de retirar a segunda. Calcula a probabilidade de ambas

serem brancas e compara com o resultado da questdo 4.

7. Dado: no langamento de um dado equilibrado, calcula P(sair par | sair nimero maior que 3) e compara com P(sair par).
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8. Caso particular: mostra que, se B c A (com P(B) > 0), entdo P(A|B) = 1. Explica o resultado em termos do espaco reduzido.

9. Condicionada inversa: sabendo que P(A|B) = 0,5, P(B) = 0,4 e P(A) = 0,5, determina P(B|A).

10. Contexto real: numa escola com 500 alunos, 300 s3o raparigas e 200 rapazes. Praticam desporto federado 180 raparigas e 160 rapazes. Calcula a

probabilidade de um aluno praticar desporto, sabendo que é rapaz, e sabendo que é rapariga. Em que grupo a pratica é relativamente mais frequente?

11. Justificagdo: explica por que razdo P(A|B) e P(B|A) podem tomar valores diferentes, usando a questdo 3 como exemplo.

12. (Python) O programa seguinte calcula trés probabilidades condicionadas a partir dos dados da questdo 3. Executa-o e indica exatamente o que é impresso.

homens, fumantes_homens = 120, 48
mulheres, fumantes_mulheres = 80, 16

print('P(fumador | homem):', fumantes_homens / homens)
print('P(fumador | mulher):', fumantes_mulheres / mulheres)
print('P(homem | fumador):', fumantes_homens / (fumantes_homens + fumantes_mulheres))

Dica: nas arvores, o denominador sé aparece no fim: multiplica-se ao longo do caminho (regra do produto) e sé se divide quando for preciso
normalizar. E ndo confundas as duas condicionadas: em P(A|B) o universo passa a ser B, em P(B|A) passa a ser A — é por isso que os valores

diferem.
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Solucoes — Probabilidade condicionada

1. P(A|B) = P(A n B)/P(B) = 0,24/0,6 = 0,4.
2. P(A|B) =0,2/0,4 = 0,5 e P(B|A) = 0,2/0,5 = 0,4. Os valores sdo diferentes porque o espaco se reduz a B no primeiro caso e a A no segundo. Note-se ainda que P(A|B) = 0,5 =

P(A) e P(BJA) = 0,4 = P(B): estes acontecimentos sdo independentes.

3. a) P(fumador | homem) = 48/120 = 0,4 - b) P(fumador | mulher) = 16/80 = 0,2 - ¢) ha 48 + 16 = 64 fumadores, logo P(homem | fumador) = 48/64 = 0,75. Repara que em (a) e

(b) se divide pelo total de cada sexo, enquanto em (c) se divide pelo total de fumadores.

4. 3) P(12 branca) = 3/5 e, sem reposicdo, P(2.2 branca | 1.* branca) = 2/4, logo P(ambas brancas) = 3/5 x 2/4 = 3/10 - b) de modo andlogo, P(ambas pretas) = 2/5 x 1/4 = 1/10 - c)
P(uma de cada) = P(branca depois preta) + P(preta depois branca) = 3/5 x 2/4 + 2/5 x 3/4 = 6/20 + 6/20 = 3/5. Soma: 3/10 + 1/10 + 3/5=0,3+0,1+06 =1V

5. Pela regra do produto: P(A n B) = P(B) x P(A|B) =0,5 x 0,7 = 0,35.
6. Com reposicdo, a composicdo da caixa volta a ser a inicial na segunda extragao: P(2.* branca | 1.7 branca) = 3/5. Logo P(ambas brancas) = 3/5 x 3/5 = 9/25 = 0,36, valor maior
do que os 3/10 = 0,3 da quest&o 4: retirar sem reposi¢do reduz a probabilidade de repetir a mesma cor, porque diminui o nimero de bolas dessa cor.

7.A =1{2, 4,6} e B = «maior que 3» = {4, 5, 6}, com A n B = {4, 6}. Entdo P(A|B) = P(A n B)/P(B) = (2/6)/(3/6) = 2/3, enquanto P(A) = 1/2. Condicionar em B faz aumentar a
probabilidade, porque no espaco reduzido {4, 5, 6} ha dois nimeros pares em trés possiveis.

8. Se B c A, todos os resultados de B pertencem a A, logo A n B =B e P(A n B) = P(B). Entdo P(A|B) = P(B)/P(B) = 1. Em termos do espaco reduzido: sabendo que B ocorreu,

estamos a considerar apenas resultados que ja pertencem a A, pelo que A ocorre certamente. Trata-se do acontecimento certo dentro do espaco condicionado B.

9. Pela regra do produto, P(A n B) = P(B) x P(A|B) = 0,4 x 0,5 = 0,2. Logo P(B|A) = P(A n B)/P(A) = 0,2/0,5 = 0,4. (Coincide com P(B), o que confirma que A e B sdo

independentes.)

10. P(desporto | rapaz) = 160/200 = 0,8 e P(desporto | rapariga) = 180/300 = 0,6. A pratica desportiva é relativamente mais frequente nos rapazes: 80% contra 60%. Repara
que, em nimeros absolutos, ha mais raparigas a praticar desporto (180 contra 160) — mas a comparacdo correta é feita dentro de cada grupo, porque os grupos tém tamanhos

diferentes.

11. P(A|B) e P(B|A) dividem por totais diferentes: na questdo 3, P(fumador | homem) = 48/120 divide pelo nimero de homens, enquanto P(homem | fumador) = 48/64 divide pelo
numero de fumadores. Como 120 # 64, os resultados diferem (0,4 e 0,75). Em geral, condicionar muda o universo de casos possiveis: P(A|B) restringe o espaco a B e P(B|A)

restringe-o a A. S6 quando os totais coincidem (ou quando os acontecimentos sdo independentes) é que os dois valores podem ser iguais.

12. O programa imprime: P(fumador | homem): 0.4 - P(fumador | mulher): 0.2 - P(homem | fumador): 0.75 — exatamente os valores obtidos na questdo 3. Cada linha faz uma

divisdo por um total diferente: nas duas primeiras o denominador é o ndmero de homens (120) e de mulheres (80); na terceira é o total de fumadores (48 + 16 = 64).

Nota: ao condicionar, o denominador muda de significado: deixa de ser |S| e passa a ser o nimero de casos em que a condicdo se verifica. E este o sentido da «reducéo do espaco de

resultados» e a razdo pela qual P(A n B)/P(B) e P(A n B)/P(A) ddo, em geral, valores distintos.
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