E studantices * Ficha

Ficha 3 — Intervalos de confianca para o valor médio

12° Ano Matemédtica A 4 paginas 12 exercicios

Objetivo: construir e interpretar intervalos de confianca para o valor médio de uma populagéo, calcular a margem de erro, usar a férmula geral

para qualquer nivel de confianca e dimensionar uma amostra para uma precisao pretendida.

Revisdo rapida — estimativa intervalar

Uma estimativa pontual (por exemplo X) dd um Unico valor; uma estimativa intervalar d4 um intervalo de valores plausiveis para o pardmetro, acompanhado de um nivel

de confianca.

Margem de erro (para a média, com desvio padrio populacional 6 conhecido): MA = z x 6/\/n.

Intervalo de confianca a 100(1 - a)%: X + z;_,, X o/\/n, onde 2y a2 é o quantil da normal padrdo tal que ®(z) =1 - a/2.
Valores a memorizar: 90% -> z = 1,645; 95% - z = 1,96; 99% -> z = 2,576.

Interpretacdo correta: a partir de uma amostra o intervalo pode ou ndo conter L — ndo sabemos qual. O que o nivel de confianca diz é que o método produz intervalos que

contém P em 95% dos casos, quando se repetisse a amostragem muitas vezes.
Como estreitar o intervalo: aumentar o tamanho da amostra n, ou diminuir o nivel de confianga (abdicando de garantia).

Dimensdo da amostra para uma margem de erro pretendida MA: resolve-se n = (z 0 / MA)2 e arredonda-se sempre por excesso.

Exercicios

1. Numa amostra de 100 observacdes obteve-se X = 12 e sabe-se que 0 = 3. Constrdi o intervalo de confianca a 95% para | e indica a margem de erro.

2. Explica o significado da margem de erro obtida na questdo 1 e o que significa dizer que o nivel de confianca é 95%.

3. Escreve a férmula geral do intervalo de confianca a 100(1 - a)% para o valor médio e indica o valor de z para os niveis de 90%, 95% e 99%, confirmando cada

um com o valor de ®(z).
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E studantices * Exercicios (continuac3o)

4. Com os mesmos dados (x = 12, 0 = 3, n = 100), constrdi o intervalo de confianca a 90%.

5. Constréi ainda o intervalo de confianca a 99% e compara a sua largura com as dos intervalos das questdes 1 e 4, explicando a relac3o entre nivel de confianca e

largura.

6. Mantendo x = 12, 0 = 3 e o nivel de 95%, calcula o intervalo para n = 400 e compara a margem de erro com a da questdo 1.

7. Um investigador afirma: «recolhi uma amostra maior, por isso o meu intervalo ficou mais estreito e agora é mais fidvel». Explica em que sentido esta afirmacdo é

correta e em que sentido deve ser lida com cuidado.
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8. Pretende-se um intervalo de confianca a 95% com margem de erro n3o superior a 0,5, sabendo que ¢ = 3. Determina a dimensdo minima da amostra necessdria

e verifica o resultado.

9. Interpretac3o: explica o que estd errado (e o que esta correto) nas afirmacdes seguintes: (a) «hd 95% de probabilidade de p pertencer a este intervalo»; (b)

«95% dos elementos da populagdo pertencem a este intervalo».

10. Simulagdo: numa simulacdo construiram-se 2000 intervalos de confianca a 95% (n = 25, ¢ = 1) para uma populacdo com p = 0 e verificou-se que 1891

continham p. Comenta este resultado: o que confirma e por que razio n3o é exatamente 95%?

11. (Python) O programa seguinte simula 2000 intervalos de confianca a 95% e conta quantos contém L. Executa-o e indica exatamente o que é impresso,

comparando com o resultado da questdo 10.

import random

random. seed(0)
mu = 0.0
sigma = 1.0

n =25

rep = 2000
contem = @

for _ in range(rep):
amostra = [random.gauss(mu, sigma) for _ in range(n)]
media = sum(amostra) / n
margem = 1.96 x sigma / (n sk 0.5)
if media - margem <= mu <= media + margem:
contem += 1

print('Intervalos que contem mu:', contem)
print('Proporcao:', round(contem / rep, 4))

12. Aplicacdo: uma empresa quer estimar o tempo médio de espera dos clientes. Numa amostra de 64 clientes obteve-se x = 8,5 minutos e sabe-se que 0 = 4

minutos. Constréi o intervalo de confianca a 95% e explica o que a empresa deve concluir.
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Solucoes — Intervalos de confianca para o valor médio

1. A margem de erro é MA = 1,96 x 3/,/100 = 1,96 x 0,3 = 0,588. O intervalo a 95% ¢ 12 + 0,588, isto ¢ [11,412; 12,588].

2. A margem de erro (0,588) é o afastamento maximo que admitimos entre a estimativa X e o parametro |, para o nivel de confianga escolhido. Dizer que o nivel de confianca é
95% significa que, se repetissemos a amostragem muitas vezes e construissemos o intervalo sempre do mesmo modo, cerca de 95% desses intervalos conteriam . E uma

propriedade do método, ndo de um intervalo particular.

3. Aférmula geral é X + z,_,, x o/\/n, com D(zy_q4) =1-a/2. Para 90%: 1 - /2 = 0,95 — z = 1,645 (D(1,645) = 0,9500). Para 95%: 1 - a/2 = 0,975 — z = 1,96 (D(1,96) =
0,9750). Para 99%: 1 - a/2 = 0,995 = z = 2,676 (®(2,576) = 0,9950).

4. Ma = 1,645 x 0,3 = 0,4935, logo o intervalo a 90% ¢é 12 + 0,4935 = [11,5065; 12,4935].

5. Para 99%: MA = 2,576 x 0,3 = 0,7728, logo o intervalo é [11,2272; 12,7728]. Comparando as larguras: 90% - 0,987; 95% - 1,176; 99% - 1,5456. Quanto maior o nivel de
confianca, mais largo € o intervalo: para garantir com mais seguranca que | esta dentro dele, é preciso admitir uma gama maior de valores plausiveis. Confianca e precisdo sdo

objetivos em tensdo.

6. MA = 1,96 x 3//400 = 1,96 x 0,15 = 0,294, exatamente metade da margem da quest3o 1 (0,588), pois /400 = 2,/100. O intervalo é [11,706; 12,294] — com quatro vezes

mais observacdes, a estimativa é duas vezes mais precisa.

7. A afirmacio é correta no essencial: com a mesma confianca de 95%, um n maior reduz a margem de erro (o/,/n diminui) e o intervalo fica mais estreito, o que corresponde a
uma estimativa mais precisa — supondo que a amostra maior foi recolhida com o mesmo processo aleatdrio. Deve, no entanto, ser lida com cuidado em dois pontos: (i) maior
precisdo ndo corrige enviesamento — uma amostra grande mas mal recolhida continua a dar uma estimativa errada, apenas com aparéncia de rigor; (i) a precisdo melhora com

/n, pelo que o ganho é cada vez menor, e hd sempre um custo associado a recolher mais dados.

8. Exige-se MA < 0,5, ou seja 1,96 x 3/\/n < 0,5. Resolvendo: /n = 1,96 x 3/0,5 = 11,76, donde n = 11,762 = 138,2976. Como a dimens&o tem de ser um ndimero inteiro e a
desigualdade é n > 138,2976, arredonda-se por excesso: n = 139. Verificacdo: com n = 139 a margem é 1,96 x 3/,/139 = 0,4987 < 0,5 v/ ; com n = 138 seria 0,5005 > 0,5 X — o

que mostra por que razdo ndo se pode arredondar por defeito.

9. (a) Incorreta na forma: 1 é um valor fixo (embora desconhecido), ndo aleatério — depois de calculado, o intervalo ou contém [ ou ndo contém; a probabilidade 95% refere-se
ao método (a proporcdo de intervalos que conteriam L em amostragens repetidas). Uma formulagdo aceitdvel é: «o método usado produz intervalos que contém p em 95% dos
casos». (b) Totalmente errada: o intervalo € um intervalo de confianca para a média (um pardmetro), ndo um intervalo que contenha 95% dos individuos da populac3o. Para

conter 95% dos individuos seria preciso usar | + 1,960 — um intervalo muito mais largo, e de natureza diferente.

10. Dos 2000 intervalos construidos, 1891 continham W, o que corresponde a uma proporcdo de 0,9455 — muito préxima de 0,95. Isto confirma o significado do nivel de
confianca: o método produz intervalos que «apanham» L em cerca de 95% das vezes. Ndo dd exatamente 95% porque uma simulacdo é uma amostra finita (2000 repeticoes,

nao infinitas) e existe flutuacdo prépria do gerador aleatdrio; variando a semente obtém-se valores como 0,9470, 0,9480 ou 0,9545, todos em torno de 0,95.

11. O programa imprime Intervalos que contem mu: 1891 e Proporcao: 0.9455. Reproduz, portanto, exatamente o resultado descrito na questdo 10 — o que é natural, pois o
cédigo usa a mesma semente (random. seed(0)), garantindo uma sequéncia de nimeros pseudoaleatdrios reprodutivel. Alterando a semente, o nimero de intervalos que
contém W varia ligeiramente (por exemplo 1894 ou 1896 em 2000), mas mantém-se préximo de 95%: é precisamente essa estabilidade em torno de 0,95 que da sentido a

interpretacdo do nivel de confianca.

12. A margem de erro é MA = 1,96 x 4//64 = 1,96 x 0,5 = 0,98 minutos, logo o intervalo de confianca a 95% ¢é 8,5 + 0,98, isto é [7,52; 9,48] minutos. A empresa deve concluir
que o tempo médio de espera de todos os clientes estd plausivelmente entre cerca de 7,5 e 9,5 minutos, com 95% de confianca no método usado. Deve ter em atenc&o que este

intervalo diz respeito a média e ndo ao tempo de espera de um cliente individual, e que a conclusdo pressupde que a amostra de 64 clientes foi recolhida aleatoriamente.

Nota: a ideia mais subtil desta ficha é a da questdo 9 — W ndo € aleatdrio, o intervalo é que é. Compreender isso evita o erro mais comum de toda a inferéncia estatistica.
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