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Resumo — Funcoes exponencial e logaritmica

12° Ano Matemédtica A 2 paginas Sintese

Esta sintese redne o estudo das fun¢des exponencial e logaritmica do 12.° ano: defini¢do e propriedades das poténcias de expoente real, o nimero de Euler, a funcdo inversa e
o teste da reta horizontal, a funcdo logaritmica e as propriedades operatérias dos logaritmos, a funcdo composta, equacdes e inequacdes exponenciais e logaritmicas e a

modelacéo de fendmenos de crescimento e decaimento.

1. Funcao exponencial

e A funcdo f(x) =a*, coma>0eaz 1, tem dominio R e contradominio ]0, +oo[ — é sempre positiva e nunca se anula, qualquer que seja x.

e Propriedades das poténcias: a° = 1; a** = a* - a¥; a¥¥ = a¥/a; (")) = a¥; a ¥ = 1/a*.

* Monotonia: se a > 1 a funcdo é estritamente crescente (2* cresce muito depressa: 28 =256,210= 1024); se 0 < a < 1 é estritamente decrescente.
¢ A monotonia é o que permite comparar poténcias: sendoa>1,a">a" = u>v;ea'=a" = u=w.

* O grafico passa sempre por (0, 1) e tem a retay = 0 (o eixo Ox) como assintota horizontal.

2. O niumero de Euler

e Onumero e = 2,718281828... ¢ irracional e surge como o valor para que tende (1 + 1/n)" quando n cresce indefinidamente.
e A funcdo f(x) = e* é a exponencial de base e; é estritamente crescente e é a exponencial mais usada em modelacéo.

* Valores de referéncia: e’ = 1, el = e = 2,718282, e* = 1/e = 0,367879, e % = 0,135335.

3. Funcao inversa

e Uma funcdo f é invertivel quando é injetiva (a cada valor do contradominio corresponde um Unico x). O teste da reta horizontal deteta isso no gréfico: qualquer reta

horizontal interseta o grafico no maximo uma vez.
e Alinversaf!desfazo que f faz: Fl(f(x)) = x para todo o x do dominio de f, e f(f’l(y)) =y para todo o y do contradominio.
¢ Dominio e contradominio trocam: D1 = f(D) e (D) = Dy
* Os gréficos de f e de ! s50 simétricos em relacdo a reta y = x (a bissetriz dos quadrantes impares).

e Erro cldssico: 0 «—1» em f ndo é um expoente — f~}(x) ndo & 1/f(x).

4. Funcao logaritmica

* Definigdo: log, x =y — a’ = x,coma>0,a# 1 ex>0— o logaritmo &, por definicdo, o expoente a que ¢ preciso elevar a base para obter x.

* A fungdo g(x) = log, x tem dominio ]0, +oo[ e contradominio R: é exatamente a inversa da exponencial de base a. Como tal, o seu grafico é aimagem de y = a* por reflexao

emy = x, e tem a reta x = 0 como assintota vertical.
* Valores imediatos: log, 1 = 0 (pois al=1); log, a =1 (pois al! = a). Exemplos: log, 8 =3, log; 9 =2, log, 64 = 3, logy 27 = 3/2 (pois 9% =27).
* O logaritmo natural é o de base e e escreve-se In x (In x = log, x); o logaritmo decimal é o de base 10 e escreve-se log x.

* Monotonia: crescente se a > 1, decrescente se 0 <a < 1.

5. Propriedades operatdrias dos logaritmos
¢ Logaritmo de um produto: log,(x - y) = log, x + log, y.
¢ Logaritmo de um quociente: log,(x /y) = log, x - log, y.
* Logaritmo de uma poténcia: log, (x") = n - log, x — em particular log,(1/x) = —log, x e log, Sx = log, x.

* Mudanga de base: log, x = log, x/ log, a — é esta a férmula que permite calcular logs 20 numa maquina que sé tem ln e log: log; 20 =ln 20/1n 5 = 3,5/1,6094 = 1,8614.

Consequéncia Util: log, x - log, a = 1 (por exemplo log, 5 - logg 2 = 1).

Atencao: o logaritmo nao «distribui» pela soma nem pela diferenca — log(x + y) ndo € log x + log y, e log(x — y) ndo € log x — log y. As

propriedades acima valem apenas para produtos, quocientes e poténcias.
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6. Funcao composta

* A composta de fcomgé (f o g)(x) = f(g(x)): aplica-se primeiro g e depois f. O dominio é formado pelos x do dominio de g para os quais g(x) pertence ao dominio de f.

* A composicdo ndo é comutativa: com f(x) = x2 e g(x) = x + 1 tem-se f(g(3)) = 16 e g(f(3)) = 10. Nas composicdes com exponenciais e logaritmos usa-se a relacdo de inversa:
u

e =x(x>0)eln(e’) =x.
7. Equacoes e inequacoes exponenciais
*  Método por igualdade de bases: sendoa>0ea# 1, a'™ = a9  f(x) = g(x). Exemplo: 21 =2° = 3x-1=5—=x=2.
e Método por logaritmizacdo: quando n3o é possivel igualar bases, aplicam-se logaritmos a ambos os membros (321 =27 — x =2;4*=8 — x = log 8/ log 4 = 1,5).

* Nunca esquecer: a >0, a # 1, e uma poténcia de base positiva é sempre positiva — a* = -3 é impossivel.

8. Equacoes e inequacoes logaritmicas

* Condicdes prévias (dominio): todos os logaritmos exigem argumento estritamente positivo. Resolve-se sempre as condicdes antes de avancar, e no fim confirma-se que as

solugBes as satisfazem (podem surgir solugées «estranhas» a eliminar).

* Equacdo: log, X =log, Y = X =Y (com X, Y > 0). Se a equacdo for log, X = k, entdo X = a¥ — por exemplo log,(x = 3) =2 = x -3 =4 = x =7, que verifica a condicdo x - 3 >
0.

* Inequagdes: a monotonia decide o sentido. Com a > 1, log, X > log, Y = X > Y (o sentido mantém-se); com 0 < a < 1, o sentido inverte-se.

9. Modelacao com exponenciais

e Crescimento exponencial: N(t) = N, - a%, com N, o valor inicial e a > 1 o fator de crescimento por unidade de tempo — a evolugdo é multiplicativa (cresce sempre o mesmo
em percentagem).

* Decaimento: a mesma expressdo com 0 < a < 1 (desintegracdo radioativa, arrefecimento); a semivida é o tempo ao fim do qual a quantidade se reduz a metade.

* Exemplo resolvido: uma cultura de bactérias com N(t) = 500 - 2* (t em horas) atinge 32 000 quando 2 = 64, isto é t = 6 horas — pois 500 - 2° = 500 - 64 = 32 000.

e Capital com juro composto: C(t) = Co(1 + i)%; com i = 3% ao ano, o capital duplica quando 1,03'=2,isto ét=1In2/ln 1,03 = 23,4 anos.

10. Tabela-resumo

Ideia

Exponencial

Logaritmo

Produto / quociente

Mudanca de base

Crescimento

Expressdo
f(x)=a*,a>0,az 1
log, x =y < a’=x
log(xy) = log x + log y
log, x = log, x/ log, a

N(t) = No a*

Observacdo

D =R, D'=]0, +oo[

s6 parax>0

log(x/y) = log x — log y

permite usar ln ou log

a> 1 cresce, a <1 decai

11. Erros frequentes a evitar

e Confundir f}(x) com 1/f(x) — a inversa n3o é o reciproco; e escrever log(x + y) = log x + log y (a propriedade ¢é vélida para o produto).
* Resolver equagGes logaritmicas sem impor as condigées de dominio, ou calcular log, x sem mudar de base.
¢ Inverter (ou ndo inverter) o sentido da inequacgdo com a base errada: com 0 < a < 1 o sentido inverte-se.

e Tratar crescimentos exponenciais como lineares: duplicar o tempo ndo duplica a quantidade.

Controlo rapido: log, 8 = 3 e logg 27 = 3/2 (pois 27 = 9ls). logg 20 = 1,8614, por mudanca de base; e com i = 3% ao ano o capital duplica ao fim
deln2/ln 1,03 = 23,4 anos.
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