E studantices * Ficha

Ficha 1 — Funcao exponencial

12° Ano Matemédtica A 4 paginas 12 exercicios

Objetivo: aplicar as propriedades operatdrias das poténcias, reconhecer a monotonia de uma funcdo exponencial, estudar f(x) =b - 2" + d

(dominio, contradominio, intersecdes, monotonia e comportamento no infinito) e resolver equacdes exponenciais, analitica e graficamente.

Revisao rapida — funcdo exponencial

* Funcio exponencial: f(x) = a*, coma>0ea % 1. O dominio é R e a* > 0 para todo o x, pelo que o contradominio é ]O, +oo[.
* Monotonia: se a > 1 a funcdo é crescente; se 0 < a < 1 é decrescente. O gréfico passa sempre por (0, 1), porque a° = 1, e tem a assintotay = 0.
* Propriedades operatérias: a” x a"=a""-am/a"=a" " (@M)"=a™" . (ab)"=a"b"-a" = 1/a".

* Forma geral f(x) =b-a*“+d (b # 0): 0o dominio é R; o contradominio é ]d, +eo[ se b > 0 e ]-o0, d[ se b < 0; a assintota é y = d. O pardmetro c desloca horizontalmente, d

verticalmente e |b| dilata verticalmente.
* Intersecdes: com Oy calcula-se f(0); com Ox resolve-se f(x) = 0 (uma equacdo exponencial).

* Equacdes exponenciais: reduzem-se a forma a" = a* para concluir u = v (a fungdo exponencial é injetiva). Quando o segundo membro n3o é uma poténcia da mesma base,

resolve-se graficamente, contando as interse¢bes das duas curvas.

* Modelacdo: crescimento exponencial usa fatores a > 1 (populagdes, juros); decrescimento usa O < a < 1 (desvalorizagdo, decaimento).

Exercicios

1. Propriedades operatdrias: simplifica, apresentando o resultado como poténcia e como nimero: a) 23 x 2%-b) (32)3-¢) 57 /5%-d) (2 x 5)3.

2. Monotonia: indica se cada func¢do é crescente ou decrescente e justifica: a) f(x) = 3 - b) g(x) = (1/2)* - c) h(x) = 0,7*.

3. Valores: para f(x) = 2%, calcula f(-2), f(0) e f(3).
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E studantices * Exercicios (continuac3o)

4. Forma b - ¥ + d: para f(x) = 3 x 2*"! + 5, indica o dominio, o contradominio, a equac3o da assintota e o valor de f(0).

5. Intersecdes com os eixos: para f(x) = 2* — 8, determina o zero da func3o e o valor de f(0), indicando as coordenadas dos pontos de intersecio com Ox e Oy.

6. Decrescimento: para f(x) = 4 x (1/3)* + 1, indica o contradominio, justifica que é decrescente, calcula f(0) e explica o que acontece a f(x) quando x tende para +oo.

7. Resolucdo grafica: sem resolver analiticamente, indica quantas solucdes tem a equacdo 2" = x + 1 e identifica-as, justificando com o esboco dos dois graficos.
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E studantices * Exercicios (continuac3o)

8. Crescimento exponencial: uma populagio de bactérias, inicialmente com 500 individuos, duplica a cada hora. Escreve a expressio de N(t) e determina: a) o

numero de bactérias ao fim de 3 horas - b) o tempo necessario para atingir 32 000 bactérias.

9. Decrescimento exponencial: uma maquina comprada por 50 000 € desvaloriza 20% por ano, pelo que o seu valor apés t anos é V(t) = 50 000 x 0,8%. Calcula o

valor da mdquina ao fim de 2 anos e explica por que razdo a func3o é decrescente.

10. Comparacdo de crescimentos: compara 2* com x2 para x = 2, 3, 4 e 5 e conclui em que valores de x se tem 2% > x2.

11. Justificacdo: explica por que razio o contradominio de f(x) = b - a* + d, com b > 0, é ]d, +oo[ e por que raz3o a funcdo n3o tem zeros quando d > 0.

12. (Python) O programa seguinte determina em quantas horas uma populacdo de 500 bactérias, que duplica a cada hora, atinge 32 000 individuos. Executa-o e

indica exatamente o que é impresso, confirmando o resultado da questdo 8 b).

populacao = 500
taxa = 2
t=0

while populacao < 32000:
populacao *= taxa

t+=1
print('Horas necessarias:', t)
print('Populacao nesse instante:', populacao)

Dica: em equacdes exponenciais, o primeiro passo é sempre escrever os dois membros como poténcias da mesma base (8 = 23, 1/27 = 373, /2
=2%2). 5S¢4 depois de igualar as bases se pode igualar os expoentes. Quando a base ndo é a mesma, o problema passa a ser gréfico — e af conta-

se o nimero de interse¢des das curvas.
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E studantices Solucdes

Solucoes — Funcao exponencial

1.2) 22 % 2= 235222 =256 b) (323 =33 =3 =729 . ¢) 57/5¢ = 5/ * = 53 = 125 . d) (2 x 5)3 = 23 x 5% = 8 x 125 = 1000 (= 10).

2. a) f(x) = 3% é crescente, porque a base 3 é maior do que 1 - b) g(x) = (1/2)* é decrescente, porque 0 < 1/2 <1 - ¢) h(x) = 0,7* é decrescente, porque 0 < 0,7 < 1.
3.§(-2)=22=1/4=025-f(0)=2°=1-f(3) = 22 = 8.

4. O dominio é R. Como b = 3 > 0, o contradominio é ]5, +oo[ e a assintota é aretay = 5.f(0) =3 x 271 + 5=3/2 + 5= 6,5. Quando x = +oo, f(x) = +00; quando x > o0, 21 > 0 e

f(x) = 5, aproximando-se da assintota sem a atingir.
5.Zerodef: 2 -8 =0« 2*=8=23 & x = 3. Intersecdo com Ox: (3, 0). f(0) =2° -8 =1 -8 =-7, logo a intersecdo com Oy é (0, -7).

6. O contradominio é ]1, +oo[ (b =4 > 0 e d = 1). A fung&o é decrescente porque a base 1/3 estd entre 0 e 1, e a multiplicagdo por 4 e a soma de 1 n&o alteram a monotonia. f(0) =

4x1+1=5.Quando x = +o0, (1/3)* = 0, pelo que f(x) = 1: aretay = 1 é assintota horizontal e a curva aproxima-se dela por cima.

7. Esbogando y = 2% (curva exponencial passando em (0, 1)) ey = x + 1 (reta de declive 1 que passa em (0, 1) e (-1, 0)), verifica-se que se intersectam exatamente duas vezes,
ambas em pontos de abcissa inteira:x=0(2°=1=0+1)ex=1(21=2 =1+ 1). Para x entre 0 e 1 a exponencial estd abaixo da reta, e para x > 1 volta a ficar acima — dai as

duas intersecoes e nenhuma outra.
8. N(t) = 500 x 2% a) N(3) = 500 x 8 = 4 000 bactérias - b) 500 x 2" =32 000 & 2'= 64 = 2° = t = 6 horas.

9.V(2) =50 000 x 0,82 =50 000 x 0,64 =32 000 €. A funcdo é decrescente porque a base 0,8 estd entre 0 e 1: cada ano o valor é multiplicado por um fator inferior a 1, o que

corresponde a uma reducdo de 20% ao ano.

10.x=2:22=4e22=4 > sdoiguais - x=3:23=8e32=9 > x2é maior - x = 4: 2 = 16 e 42 = 16 - sdo iguais - x = 5: 2° = 32 e 52 = 25 - 2* é maior. Conclui-se que 2 > x2
para x > 4 (e também para O < x < 2), sendo as duas curvas iguais em x = 2 e x = 4. A partir de x = 4 o crescimento exponencial ultrapassa definitivamente o crescimento

quadratico.

11. Como a* > 0 para todo o x real, tem-se b - a* > 0 quando b > 0, e somando d obtém-se f(x) > d — mas f(x) pode aproximar-se de d tanto quanto se queira (quando x = —oo se
a> 1, ouquando x = +o0 se 0 < a < 1). Logo o contradominio é 1d, +oo[. Quanto aos zeros: um zero exigiria f(x) = 0, isto é b - a* = —d; com b > 0 o primeiro membro é sempre

positivo e, se d > 0, o segundo membro é negativo — uma igualdade impossivel. E por isso que a funcdo ndo tem zeros e o gréfico fica inteiramente acima do eixo Ox.

12. O programa imprime: Horas necessarias: 6 e Populacao nesse instante: 32000. Parte de 500 individuos e vai multiplicando por 2 até atingir (ou ultrapassar) 32 000: os
valores sucessivos s3o 1 000, 2 000, 4 000, 8 000, 16 000 e 32 000, o que corresponde a 6 multiplicacdes, em concordancia com o resultado analitico 2' =64 < t =6 da

questdo 8 b).

Nota: ao estudar uma exponencial da forma b - a*™° + d, comeca sempre por identificar os dois deslocamentos: d d4 a assintota e o contradominio, c d4 o deslocamento horizontal (o gréfico

passa em (c, b + d) em vez de (0, 1)).
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