E studantices * Ficha

Ficha 5 — Funcao composta

12° Ano Matemédtica A 4 paginas 12 exercicios

Objetivo: determinar expressodes de fungdes compostas, mostrar que a composicao nao € comutativa, calcular dominios de funcées compostas

impondo as condig¢Ges de cada fungdo, decompor fungdes em fungdes mais simples e reconhecer a composta de funcoes inversas.

Revisdo rapida — funcdo composta

Definicdo: (f o g)(x) = f(g(x)). Aplica-se primeiro a funcdo que estd mais préxima do x (g) e sé depois f ao resultado obtido.
A composicdo ndo é comutativa: em geral f o g # g o f. Basta um exemplo para o mostrar.

Dominio da composta: x tem de pertencer ao dominio de g e g(x) tem de pertencer ao dominio de f. £ por isso que o dominio da composta pode ser mais pequeno do que o

dominio de g.

Regras praticas: se f contém uma raiz de indice par, exige-se g(x) = 0; se f contém um logaritmo, exige-se g(x) > O; se f tem um denominador, exige-se g(x) # O (ou o
denominador da prépria g ndo nulo).

Decomposicdo: escrever h como composta € identificar a «funcéo de fora» e a «funcdo de dentro». Exemplo: h(x) = (3x — 2)° é f e g com g(x) = 3x — 2 e f(u) = u®.

Funcdes inversas: se f e g sdo inversas uma da outra, entdo f(g(x)) = x no dominio de g e g(f(x)) = x no dominio de f — a composta devolve o objeto inicial.

Exercicios

1. Célculo e ndo comutatividade: para f(x) = 2x + 1 e g(x) = x2, determina (f o g)(x) e (g o f)(x), calcula as duas em x = 3 e mostra que a composi¢do nio é

comutativa.

2. Dominio com raiz: para f(x) = J/x e g(x) = x — 4, determina a express3o e o dominio de f o g e calcula (f o g)(4).

3. Dominio com denominador: para f(x) = 1/x e g(x) = x + 2, determina (f o g)(x) e (g ¢ f)(x) e indica o dominio de cada uma.
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E studantices * Exercicios (continuac3o)

4. Composta com logaritmo: para f(x) = ln x e g(x) = x2 + 1, determina (f o g)(x), mostra que o seu dominio é R e calcula (f o g)(0).

5. Composta de inversas: para f(x) = €* e g(x) = ln x, calcula (f e g)(x) e (g o f)(x) e explica o resultado, indicando os dominios onde cada igualdade é vélida.

6. Composicao de trés funcdes: para f(x) = x2, g(x) = x + 1 e h(x) = 2x, determina a expressdo de (f o g o h)(x) e calcula o seu valor em x = 2.

7. Duas condicdes: para f(x) = Jx e g(x) = 1/(x — 1), determina a express3o e o dominio de (f o g)(x) e explica por que razo x = 0,5 ndo pertence ao dominio.
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8. A partir de tabelas: as funcées f = {(1, 3), (2, 5), (3, 7)} e g = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)} estdo definidas por tabelas. Calcula (f o g)(1), (f o g)(2), (f o g)(3) e (g o f)(1).

9. Decomposicdo: escreve cada fungdo como composta de duas fungdes mais simples, indicando a «fungdo de fora» e a «funcdo de dentro»: a) h(x) = (3x — 2)% - b)

h(x) = J(x2 + 1).

10. O dominio importa: para f(x) = x2 e g(x) = /x, calcula (f o g)(x) e (g o f)(x) e explica por que razo os dois resultados n3o s3o iguais para todo o x real.

11. Justificacdo: explica o que é preciso verificar para determinar o dominio de uma funcdo composta f o g e indica, com um exemplo, uma situagdo em que o

dominio da composta é mais pequeno do que o dominio de g.

12. (Python) O programa seguinte calcula duas composi¢cdes das mesmas funcdes no mesmo ponto, em ordens diferentes. Executa-o e indica exatamente o que é

impresso, explicando o que os dois valores mostram.

def f(x):
return 2 x x + 1

def g(x):
return x *xk 2

X =3
print('f(g(x)):"', f(g(x)))
print('g(f(x)):', g(f(x)))

Dica: ao compor, escreve sempre g(x) dentro de f e simplifica antes de pensar no dominio. No fim, pergunta-te: «que valores de x fazem a fungao

de dentro valer o que a de fora exige?» — é essa a Unica pergunta que determina o dominio da composta.
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E studantices Solucdes

Solucoes — Funcao composta

1. (f o g)(x) =f(g(x)) =f(x?) =2x2+ L e (g o f)(x) =g(f(x)) = (2x + 1)2=4x2 + 4x+ L.Em x=3: (f e g)(3) =f(9) =19 e (g ° f)(3) = g(7) = 49. Como 19 # 49, conclui-se que a
composicdo ndo é comutativa — a ordem das funcdes altera o resultado (a diferenca também ja se nota em x = 1, onde os valores sdo 3 e 9).

2. (f o g)(x) = f(x — 4) = J(x — 4). Exige-se x — 4 = 0, logo D = [4, +oo[. Além disso, (f o g)(4) = /O = 0.

3. (f o g)(x) =f(x + 2) = 1/(x + 2), com D =R \\ {-2} (anula-se o denominador em x = -2) - (g o f)(x) = g(1/x) = 1/x + 2, com D =R \\ {0} (a funcdo de dentro ndo existe em x = 0).

Repare-se que os dominios sao diferentes, apesar de as funcdes serem as mesmas.

4. (f o g)(x) = In(x2 + 1). Como x2 = 0, tem-se x2 + 1 = 1 > 0 para todo o x real, pelo que o argumento do logaritmo é sempre positivo e o dominio é R. Além disso, (f e g)(0) = In(0

+1)=ln1=0.

5. (f o g)(x) = € = x, valida para x > 0 (o dominio de g) - (g ° f)(x) = n(e*) = x, vélida para todo o x real (o dominio de f). O resultado era esperado porque a exponencial e o
logaritmo sdo funcdes inversas uma da outra: compd-las devolve sempre o objeto de partida, apenas com o cuidado de respeitar o dominio da funcdo de dentro.

6. (f o g o h)(x) =f(g(h(x))) = f(g(2x)) = f(2x + 1) = (2x + 1)2 Em x = 2: (2 x 2 + 1)2 = 52 = 25,
7.(feog)x)=f(1/(x-1)) = f(l/(x - 1)). ImpSem-se duas condicbes: primeiro, o denominador da funcdo de dentro ndo pode anular-se, logo x # 1; segundo, o que sai de g tem de

ser aceitdvel para f (raiz de indice par), logo 1/(x — 1) = 0, o que exige x > 1. O dominio &, por isso, ]1, +oo[. O valor x = 0,5 ndo pertence ao dominio porque ai 1/(0,5 - 1) =-2 <0,

e a raiz quadrada de um nimero negativo ndo existe em R.
8. Pela definicdo (f o g)(x) = f(g(x)): (f o g)(1) =f(g(1)) =f(2) =5- (f o 9)(2) =f(g(2)) =f(3) =7 - (f  9)(3) =f(g(3)) = f(1) = 3. Na ordem inversa, (g o f)(1) = g(f(1)) = 9(3) = 1.

9. a) A funcéo de dentro é g(x) = 3x — 2 e a de fora é f(u) = u®, porque f(g(x)) = (3x — 2)° v - b) A func&o de dentro é g(x) = x2 + 1 e a de fora é f(u) = fu, porque f(g(x)) = /(x2 + 1)

V (esta decomposicdo € a chave para, mais tarde, aplicar a regra da cadeia.)

10. (f o g)(x) = (/X)? = x, mas apenas para x = 0 (o dominio de g, que é a funcdo de dentro) — para x < 0 a expressdo ndo tem significado. Ja (g o f)(x) = /(x?) = |x|, definida para
todo o x real. Os resultados diferem porque, em (g o f), a funcdo de dentro (o quadrado) transforma nimeros negativos em positivos antes de a raiz atuar, e a informac&o do sinal

perde-se — daf o médulo. E um bom exemplo de que o dominio da composta é sempre um subconjunto do dominio da funcdo de dentro.

11. Para determinar o dominio de f o g é preciso: (i) garantir que x pertence ao dominio de g; (ii) garantir que g(x) pertence ao dominio de f — isto é, que g(x) = 0 quando f tem
raiz de indice par, que g(x) > 0 quando f tem logaritmo e que g(x) # 0 quando f tem esse valor no denominador; (iii) intersetar todas as condicdes obtidas. Exemplo em que o

dominio encolhe: com f(x) = /x e g(x) = x — 4, o dominio de g é R, mas o dominio de f o g é apenas [4, +oo[, porque & preciso que x — 4 = 0.

12. O programa imprime: f(g(x)): 19 e g(f(x)): 49. Em x = 3, a primeira linha calcula f(g(3)): a funcdo de dentro eleva 3 ao quadrado (dd 9) e a de fora duplica e soma 1 (da 19). A
segunda calcula g(f(3)): a funcdo de dentro duplica 3 e soma 1 (da 7) e a de fora eleva ao quadrado (dd 49). Os dois valores, 19 e 49, sdo diferentes — é exatamente a

demonstracdo numérica de que f o g # g o f, confirmando a questdo 1.

Nota: ao calcular uma composta em papel, nunca simplifiques antes de verificar o dominio. A simplificacdo (,/x)2 = x esconde a condicdo x = 0, e é essa condicdo que distingue a resposta

certa da errada.
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