E studantices 7 Teste

Simulacao de Exame de Matematica — Funcoes (12.° Ano)

10 questoes 20 valores 3 paginas Formato exame

InstrugGes: responde a todas as questbes apresentando os calculos e as justificagdes. Cada questdo vale 2 valores. No Grupo | indica apenas a opcdo correta. As solucdes

encontram-se na pagina 3.
Grupo | — Escolha multipla

1. (2 valores) A funcdo f(x) = e* — x tem um extremo em:

(A)x=1 B)x=0 (C)x=-1 (D) ndo tem extremos

2. (2 valores) O valor de lim (3x2 - 5x + 1)/(x% + 2) é:

X=>+00

(A) O (B)1 (C) +o0 (D) 3

3. (2 valores) A derivada da funcdo f(x) = x - ln x, para x > 0, é:

(A) 1/x (B) ln x (C)lnx+1 (D) x + ln x

4. (2 valores) A funcdo f(x) = x3 — 3x é estritamente crescente em:

(A)1-1,1[ (B) ]=o0, =1[ U ]1, +oo[ COR (D) 10, +oo[

Grupo Il — Resposta aberta

5. (2 valores) Determina a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = x2 no ponto de abcissa 2.
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E studantices 7 Teste (continuacéo)

6. (2 valores) Estuda a monotonia da funcgdo f(x) = x3 — 3x, indicando os extremos relativos e os respetivos valores.

7. (2 valores) Calcula lim_,, (e* - 1)/x, justificando o resultado.

8. (2 valores) Determina a expressdo da derivada de f(x) = (x2 + 1)/(x — 1), para x = 1.

9. (2 valores) Uma populaco de bactérias evolui segundo P(t) = 500 €®%, com t em horas. Determina P(5) e a taxa de crescimento instantinea nesse instante,

apresentando os resultados arredondados as centésimas.

10. (2 valores) Aplicando uma vez o método de Newton-Raphson, com x, = 1, a equacdo x2 - 2 = 0, determina o valor aproximado x, obtido.
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E studantices Solucdes

Solucoes — Simulacao de Exame: Funcoes

1.f'(x) =e*— 1.0 zero é e =1, ou seja x = 0. Como f'(x) < 0 para x <0 (e < 1) e f'(x) > 0 para x > 0, a funcdo decresce e depois cresce: x = 0 é um minimo, com f(0) = 1 v - opcéo
(B). Confirmagéo numérica: f(0) = 1 <f(1) = 1,718 e f(0) = 1 < f(-1) = 1,368.

2. Tratando-se de um quociente de polinémios do mesmo grau, o limite é o quociente dos coeficientes de maior grau: 3/1 = 3 - opcdo (D). Confirmagdo numérica: para x = 1000

obtém-se = 2,995, para x = 10° obtém-se = 3,000 — a sucessédo de valores aproxima-se de 3. (Dividindo numerador e denominador por x2 obtém-se o mesmo resultado.)

3. Pela regra do produto: f'(x) = 1 - ln x + x - (1/x) = ln x + 1 = opc&o (C). Verificagdo numérica em x = 2: f'(2) = 1,693147 =ln 2 + 1 V. A opcdo (A) é a derivada de In x e a (B)
resultaria de esquecer a derivada do fator x.

4. f'(x) = 3x2 — 3 = 3(x2 - 1), que é positivo quando x2 > 1, isto é, quando x < —1 ou x > 1. Logo f é estritamente crescente em ]-o0, —1[ u ]1, +oo[ = opcdo (B). No intervalo ]-1, 1[
a derivada é negativa, pelo que ai a funcdo é decrescente. Confirmagédo: f'(-2) =9> 0, f(0) = -3 <0, f'(2) =9> 0.

5.f(2) = 22 = 4, pelo que o ponto de tangéncia é (2, 4). Como f'(x) = 2x, tem-se f'(2) = 4 (declive da tangente). Equacdo:y =f(2) + f'(2)(x - 2) =4 + 4(x - 2) =y = 4x - 4.
Verificagdo: a reta passa por (2,4) —4x2-4=4 v —etemdeclive 4 v.

6.f'(x) = 3x2 - 3 =3(x2 - 1), com zeros x = -1 e x = 1. Como f' é um polinémio do segundo grau com concavidade para cima, f' > 0 fora de [-1, 1] e f' < O dentro. Assim: f é
crescente em ]-oo, —1[, decrescente em ]-1, 1[ e crescente em ]1, +oo[. H4 um mdximo relativo em x = -1, com f(-1) = -1 + 3 = 2, e um minimo relativoem x = 1, com f(1) = 1 -

3 =-2. A funcdo ndo tem extremos absolutos, pois tende para —o e para +oo nos extremos do dominio.

7. O limite é um caso de indeterminagdo 0/0. Trata-se de um limite notavel: lim,_,, (e*— 1)/x = 1. Justificacdo pela regra de Cauchy (ou de L'Hopital): derivando numerador e
denominador obtém-se lim,,, e%1 =e° = 1 v. Confirmacdo numérica: para x = 107 obtém-se = 1,00005 e para x = 107° = 1,0000005.
8. Pela regra do quociente, comu=x2+ 1lev=x - 1:f(x) = [u'v — uv]/v2 = [2x(x — 1) — (x2 + 1)(1))/(x — 1)2 = (2x2 — 2x — x2 — 1)/(x — 1)2 = (x2 — 2x — 1)/(x — 1)2. Verificacdo

numérica em x = 3: f'(3) = 0,5 pela expressdo e = 0,5 pelo célculo numérico v.

9. P(5) = 500 e%?*® = 500 e! = 500 x 2,718282 = 1359,14 bactérias. A taxa de crescimento instantanea é dada pela derivada: P'(t) = 500 x 0,2 €% = 100 %, donde P'(5) =
100 e = 271,83 bactérias por hora. Note-se que P'(5) = 0,2 x P(5): num crescimento exponencial a taxa instantdnea é proporcional ao efetivo presente, com constante de

proporcionalidade 0,2 h™%.

10. Com f(x) = x2 — 2 tem-se f'(x) = 2x. Aplicando a férmula Xn.1 = Xn — f(Xn)/f'(xn) cOm xo = 1: f(1) =1 -2 =-1ef(1) = 2, peloque x, =1 - (-1)/2 =1+ 0,5 = 1,5. Note-se que f2

= 1,41421, pelo que uma Unica iteragdo ja reduz o erro para cerca de 0,086 — o método é muito eficiente quando o ponto de partida estd préximo da raiz.

Nota: na andlise de funcdes, o sinal da derivada determina a monotonia e a segunda derivada a concavidade. Escreve sempre o estudo do sinal antes de concluir sobre extremos.
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