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Resumo — Derivadas e calculo diferencial

12° Ano Matemédtica A 2 paginas Sintese

W Resumo

Esta sintese retne o célculo diferencial do 12.° ano: significado da derivada, derivadas das funcdes exponencial e logaritmica, regras de derivacao, regra da cadeia, derivadas

trigonométricas, segunda derivada com concavidades e pontos de inflexdo, e otimizacdo.
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2.

3.

4.

5.

Derivada: definicao e significado
A derivada de f num ponto a é o limite da taxa média de variacdo quando o acréscimo tende para zero: f'(a) = lim, , [f(a + h) - f(a)]/h.
Interpretacdes: '(a) € o declive da reta tangente ao gréfico no ponto de abcissa a e a taxa de variac3o instantinea de f em a.
A reta tangente em (a, f(a)) tem equacao y = f(a) + f'(a)(x — a).

Monotonia: se f' > 0 num intervalo, f é estritamente crescente nesse intervalo; se f' < 0, é estritamente decrescente.

Nos extremos de funcdes derivaveis a derivada anula-se (f'(a) = 0), mas o reciproco ndo é verdadeiro: 0 anulamento sé dd um extremo se houver mudanca de sinal.

Derivadas de e* e de ln x
(e¥)' = & — a exponencial de base e é a Unica funcdo (a menos de constante multiplicativa) igual a sua derivada.
(n x)' = 1/x, para x > 0.
Em geral, (@%)' = a* - ln a— em particular (2)' = 2¥n 2, e (€)' = k .

Derivada da poténcia: (x")' = n X"t (vélida para qualquer expoente real, no dominio).

Regras de derivacao
Soma: (f+g)' =f+4g"
Constante: (k- f)' =k - f'.
Produto: (f-g)'=f-g+f-g"
Quociente: (f/g)' = (f'-g-f-g') /g%

Regra da cadeia

Para fungdes compostas: [f(g(x))]' = f'(9(x)) - 9'(x) — deriva-se a fungdo «de fora» no ponto g(x) e multiplica-se pela derivada da «de dentro».

Exemplos: (€¥)' = 3e®; (In(2x + 1))' = 2/(2x + 1); [(3x — 2)°]' = 5(3x — 2)* - 3 = 15(3x — 2)* — que em x = 2 vale 15 - 4* = 3840.

Erro tipico: derivar a funcdo composta como se fosse simples, esquecendo o fator g'(x).

Derivadas das funcées trigonométricas

(sen x)' = cos x e (cos x)' = —sen x.
(tg x)' = 1/cos?x = 1 + tg2x, para x # T/2 + k. Teste: em x = /4, tg(1/4) = 1 e 1 + tg?(n/4) = 2, que é o valor de 1/cos?(m/4).

Com a regra da cadeia: (sen(3x))' = 3cos(3x); (cos(x?))' = —2x sen(x?).
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Segunda derivada, concavidades e inflexao

A segunda derivada obtém-se derivando f': escreve-se f'" ou 2,
Concavidade: se f"' > 0 num intervalo, o gréfico tem a concavidade voltada para cima; se ' < 0, voltada para baixo.

Ponto de inflexdo: ponto onde a concavidade muda de sentido — exige f"'(a) = 0 e mudanca de sinal de f" em a.

W Resumo (continuacao)

Contraexemplo importante: para f(x) = x* tem-se f"(x) = 12x2, que se anula em x = 0 mas nunca é negativa — ndo ha mudanca de sinal, logo x = 0 ndo é ponto de inflexdo.

Extremos: se f'(a) = 0 e f"(a) > 0, hd um minimo; se f"(a) < 0, hd um méaximo. Exemplo: f(x) = x2 — 4x tem f'(2) = 0 e f"(2) = 2 > 0, logo minimo em x = 2. Quando f"(a) = 0 este

teste é inconclusivo — decide-se pelo sinal de f'.

Otimizacao

Método: (1) identificar a grandeza a otimizar e escrevé-la como funcdo de uma sé varidvel, usando as restricdes do problema; (2) determinar o dominio com significado; (3)

derivar, igualar a zero e resolver; (4) justificar que é maximo ou minimo (sinal da derivada ou concavidade); (5) calcular o valor pedido e responder ao problema.

Exemplo: com perimetro fixo, a drea maxima de um retangulo obtém-se quando é um quadrado; com &rea fixa, o perimetro minimo obtém-se também no quadrado.

O método da bissecgdo e o de Newton-Raphson (estudados na ficha de resolucdo aproximada de equacdes) permitem aproximar os zeros de f' quando a equacdo nao se

resolve analiticamente — o método de Newton-Raphson usa precisamente a derivada.

Tabela-resumo das derivadas

Funcdo Derivada Observacao

x" nx"! valida para expoente real

e* e* a funcdo igual a sua derivada
a* a*lna surge o fator In a

n x 1/x sé para x>0

sen x cos x —

Cos X —sen X atencdo ao sinal

tg x 1 +tg?x X # T/2 + kTt

fg(x)) f'(g(x)) - 9'(x) regra da cadeia

9. Erros frequentes a evitar

Esquecer o fator g'(x) na regra da cadeia — o erro mais comum de todos.

Derivar o produto como (f-g)' = f-g' ou o quociente como f'/g' (as regras corretas estdo acima).
Assumir que f'(a) = 0 garante um extremo, ou que f''(a) = 0 garante uma inflex3o.

Trocar o sinal de (cos x)': é —sen x.

Concluir sobre a natureza de um extremo pelo valor de f em vez do sinal da derivada.

Na otimizacdo, deixar duas varidveis na funcdo a otimizar ou ignorar o dominio com significado.

Controlo répido: (€)' = e* e (In x)' = 1/x; [(3x — 2)°]' = 15(3x — 2)* que em x = 2 vale 3840; 1 + tg2(r/4) = 2. Para f(x) = x2 — 4x: f'(2) =0 e f'(2) =

2 >0, logo hd minimo em x = 2 — o valor minimo é f(2) = -4.
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