E studantices * Ficha

Ficha 4 — Numeros complexos: operacoes na forma algébrica

12° Ano Matemédtica A 4 paginas 12 exercicios

Objetivo: efetuar as operacoes elementares com nimeros complexos na forma algébrica — adicdo, subtracao, multiplicacao, potenciacdo, divisdo

e inverso — usando i2 = -1 e o conjugado do denominador.

Revisdo rapida — as operacées elementares
* Adicdo e subtracdo: operam-se as partes correspondentes: (a + bi) + (c + di) = (a + ¢) + (b + d)i; na subtracdo, subtraem-se as duas partes.
* Multiplicacdo: aplica-se a propriedade distributiva e substitui-se i2 por —1: (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
* Potenciagdo: aplicam-se produtos sucessivos, simplificando sempre cada i2 que apareca. E Gtil memorizar (1 +i)2=2ie (1 -i)2 = -2i.

* Divisado: multiplicam-se o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador: z/w = (z x W) / (w x W) = (z x W) / |w|2. Com este processo o denominador passa a

ser um nimero real.
* Inverso: é um caso particular da divisdo (numerador 1): 1/z =2/ |z|2

* Propriedades: mantém-se de R a comutatividade, a associatividade, a distributividade e os elementos neutros (0 na adi¢do e 1 na multiplicagdo). Note-se que 1/i = —i, pois
/i = (1 x (=i))/(i x (<)) = =i/1.

Exercicios

1. Adicdo e subtracdo: calcula a) (3 + 2i) + (4 - 5i) - b) (1 —i) - (3 + 2i)

2. Multiplicagdo: calcula (2 + 3i)(1 - 4i).

3. Quadrado de um complexo: calcula (3 - i)2
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E studantices * Exercicios (continuacio)

4. Potenciagdo: calcula a) (1 +i)2- b) (1 +i)* (usa o resultado da alinea anterior).

5. Divisdo: calcula (3 + 2i) / (1 - i), apresentando o resultado na forma a + bi.

6. Divisdo por um imaginario: calcula (4 - i) /.

7. Cubo: calcula (1 +i)3, aproveitando o valor de (1 + i)2.
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E studantices * Exercicios (continuac3o)

8. Conferir uma divisdo: mostra que o resultado de (1 + 5i) / 2 é solu¢io da equagdo 2z = 1 + 5i.

9. Inverso: determina o inverso de z = 2 + i, usando 1/z =z / |z|2

10. Equacdo: resolve, em C, a equagdo z(1 +i) = 4.

11. V/F — corrige as falsas: a) a adicdo de complexos soma as partes reais e as partes imaginarias separadamente - b) a multiplicacdo de nimeros complexos é

comutativa - ¢) 1/i = —i - d) para quaisquer complexos z e w tem-se (z + w)? = 22 + w?

12. (Python) O programa seguinte efetua trés operacées com dois nimeros complexos. Executa-o para z1 = 3 + 2j e z2 = 1 - 1j e indica exatamente o que é

impresso.

complex(input('zl (a+bj)? '))

=
1}

complex(input('z2 (a+bj)? '))

print('Soma:"', z + w)
print('Produto:', z * w)
print('Quociente:', z / w)

Dica: na divisdo nunca «dividas por i» diretamente — multiplica sempre pelo conjugado do denominador, que transforma o denominador em |w|

2 (um numero real). E ndo te esquecas de que i2 = -1 é substituido a cada produto: é ai que a maioria dos erros acontece, sobretudo no sinal.
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E studantices Solucdes

Solucoes — Operacoes elementares

1.3)(3+2)+(4-5)=(3+4)+(2-5)i=7-3i-b) (L-i) - (3+20)=(L-3)+ (-1 - 2)i = -2 — 3i.

2.(2+3i)(1-4)=2-8i+3i-12i2=2 - 5i+ 12 = 14 - 5i (porque —12i2 = =12 x (-1) = +12).

3.(3-2=9-6i+2=9-6i-1=8-6i.

4.a)(L+i)2=1+2i+2=1+2i-1=2i-b) (L+i)*=((1+i)2)?=(20)2=4i2=-4.

5. Multiplicando pelo conjugado do denominador: (3 + 2i)(1 +i) /(1 —i)(1 +i)) = (3 +3i+2i+23) /(1 -i?)=(3+5i-2)/2=(1+5i)/2=0,5+2,5i.
6. Multiplicando numerador e denominador por —i: (4 —i)(=i) / (i x (=) = (-4i +i?) / (-i3) = (-4i - 1) /1 =-1 - 4i.

7oL +iP=(L+i)2x (L+i)=2(1+i)=2i+22=2i-2=-2 +2i.

8.Se z = (1+5i)/2, entdo 2z = 2 x (1 + 5i)/2 = 1 + 5i v — a igualdade verifica-se, logo z = 0,5 + 2,5i é solucdo da equacdo 2z = 1 + 5i.
9.Paraz=2+item-sez=2-ielz?=4+1=5.Entdo 1/z= (2 - )/5 = 2/5 — (1/5)i (isto &, 0,4 — 0,2i). Verificacdo: (2 +i)(2 - i)/5=(4+ 1)/5=1 v
10.z=4/(1+i)=4(1—i)/ (1 +i)(1 - i) = 4(1 — )/2 = 2 = 2i. Verificacdo: (2 - 2)(L +i) =2 + 2 - 2i — 2i2=2+2=4 v

11. a) V— ¢é a prdpria defini¢do da adi¢do em € - b) V — mantém-se a propriedade de R - ¢) V — 1/i = —i, porque i x (—i) = -i2 =1 - d) F — o quadrado de uma soma inclui o dobro

do produto: (z + w)2 = z2 + 2zw + w2. Sé seria verdade se zw = 0.

12. Comz=3 + 2j e w = 1 — 1j o programa imprime: Soma: (4+1j) - Produto: (5-1j) - Quociente: (0.5+2.5j). Os resultados confirmam os célculos:3+1=4e 2+ (-1) =1, logo a
soma é 4 +i; o produto (3 + 2i)(1 —i) =3 — 3i + 2i - 2i2=5 - i; e 0 quociente é o mesmo da questdo 5, 0,5 + 2,5i. Em Python a unidade imagindria escreve-se j e o coeficiente 1

aparece explicitamente — por isso a parte imaginaria 1 surge como «1j» e ndo como «j».

Nota: em € mantém-se as propriedades das operacdes de R — a diferenca estd apenas em i2 = —1. Nas divisdes, o conjugado do denominador € o instrumento central: é ele que permite

escrever o resultado na forma algébrica, com denominador real.
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