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Sintese

W Resumo

Esta sintese relne a forma trigonométrica dos nimeros complexos do 12.° ano: mddulo e argumento, a escrita z = p cis 0, os Angulos notdveis, as simetrias, as operacbes com

argumentos, a férmula de De Moivre, a radiciacdo e as raizes n-ésimas, além das equacdes e dos conjuntos definidos por condicdes em C.

1. Mddulo e argumento

* Um complexo ndo nulo z = a + bi tem médulo p = |z| = ‘f(az + b?) e argumento 0, o dngulo que o vetor Oz forma com o semieixo positivo Ox (medido no sentido positivo).

e O argumento fica determinado a menos de multiplos de 2Tt; por convencéo toma-se o argumento principal em [0, 21t[. Todos os valores 6 + 2kTt representam o mesmo

angulo.

* Passagem entre formas: cos 6 = % esenB = g dondea=pcosBeb=psenb.

¢ O quadrante do afixo decide o argumento: a razdo b/a ndo o determina sozinha, porque a mesma tangente aparece em quadrantes opostos.

2. Forma trigonométrica

* z=p(cos O +isen B), escrevendo-se abreviadamente z = p cis 8. Aqui p é o mddulo (p = 0) e 6 é um argumento.

e O par (p, 0) identifica completamente o afixo, tal como o par (a, b) — a diferenca é que agora se leem distancia e direcdo.

e Circunferéncia trigonométrica: |cis 6] = /(cos26 + sen26) = 1 para qualquer 8, logo o afixo de cis 8 esta na circunferéncia de centro na origem e raio 1.

* Igualdade: dois complexos no nulos sdo iguais se e sé se tém o mesmo médulo e argumentos que diferem por um multiplo de 2m.

3. Angulos notdveis
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Estes valores resolvem a maioria das conversdes entre a forma algébrica e a trigonométrica. Exemplos que vale a pena memorizar: 1 +i = /2 cis(m/4) - /3 +i =2 cis(/6) - =1 +

J3i=2cis(21/3) - i = cis(1/2) - —1 = cis(m).

4. Simetrias

Transformagao

conjugado z

simétrico -z

Forma trigonométrica

p cis(2m - 0)

pcis(® + )

p cis(t - 0)

Simetria no plano

eixo real

origem

eixo imaginario

Em qualquer dos casos o médulo ndo se altera: sé o argumento muda — o que confirma que estas transformacdes sdo simetrias relativamente a eixos ou pontos que passam

pela origem.
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5. Operacoes na forma trigonomeétrica

Operacao Regra O que acontece

Multiplicacao ZX W = P10, Cis(6, + 0,) mddulos multiplicam-se, argumentos somam-se
Divisdo z/ w = (pi/p2) cis(6, — 6,) mddulos dividem-se, argumentos subtraem-se
Potenciacdo (De Moivre) z" = p" cis(nB) mddulo elevado a n, argumento multiplicado por n
Inverso 1/z = (1/p) cis(-6) mddulo invertido, argumento simétrico

A férmula de De Moivre ¢ o instrumento natural para poténcias elevadas: (1 +i)® = (J/2)8 cis(8 x T/4) = 16 cis(2m) = 16, sem expandir produtos. O mesmo raciocinio mostra que

multiplicar por cis 6 é, geometricamente, uma rotacdo de angulo 6.

6. Radiciacdo e raizes n-ésimas
P - o ~ _ aln 0+ 2kTT _ ~ P i
* Asnraizes n-ésimas de z=p cis 0 sGo Wk = p CIS(T), comk=0,1,..n- 1 S3o exatamente n raizes distintas (para z # 0).
* Todas tém o mesmo médulo pl/" e argumentos espagados de 2T/n — os afixos sdo os vértices de um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia de centro na

origem e raio p*™.

* Raizes da unidade (z" = 1): médulo 1 e argumentos 2kTt/n — poligono regular inscrito na circunferéncia trigonométrica. Exemplos: raizes clibicas de 8 - 2, -1 + /31, -1 —
J3i; raizes clbicas de 1 = 1, cis(21/3), cis(41/3).

7. Equacoes e conjuntos em €
* Equacdes do tipo z" = ¢ resolvem-se pela radiciacdo: escreve-se c na forma trigonométrica e aplicam-se as n raizes. Exemplo: z2 + 16 = 0 & z2 = 16 cis(T) = z = 4 cis(11/2) =
4iou z =4 cis(31/2) = -4i.
® Equacdes do 2.° grau com A < 0 d&o raizes complexas conjugadas: x = = tz'a A .

* Lugares geométricos: |z| = r é a circunferéncia de centro na origem e raio r - |z — z| = r é a circunferéncia de centro no afixo de z, e raio r - |z — zo| < r é o interior dessa

circunferéncia (um disco) - |z — z| = |z — z»| é a mediatriz do segmento de extremos nos afixos de z, e z,.

8. Erros frequentes a evitar

* Esquecer o «+ 2kTi» na radiciacdo e devolver uma Unica raiz em vez de n.

* Determinar o argumento sé pela razdo b/a, ignorando o quadrante (,/3 — i tem argumento 1111/6, e n3o T1/6).

* Trocar a operacdo dos argumentos: na multiplicagdo somam-se, na divisdo subtraem-se, na potenciacdo multiplica-se por n.
¢ Confundir as simetrias: o conjugado usa 21 — 6 (eixo real) e —z usa 6 + T (origem).

* Escrever p < 0 — o médulo é uma distancia, logo é sempre p = 0; o sinal vai no argumento.

Controlo répido: para z = -2 + 2i tem-se p = 2,/2 e 6 = 31/4, logo z = 2,/2 cis(31/4). Para multiplicar 2 cis(1t/4) por 3 cis(11/6) obtém-se 6
cis(5m/12) — mddulos multiplicados, argumentos somados. E as raizes quadradas de 4 cis(1t/3) sdo 2 cis(1/6) = /3 +ie 2 cis(71/6) = —/3 — i

repara que aparecem as duas, simétricas em relagdo a origem, ambas com médulo 2.
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