E studantices * Ficha

Ficha 6 — Produto escalar

11° Ano Matemédtica A 4 paginas 12 exercicios

Objetivo: Calcular produtos escalares no plano e no espaco, determinar normas e angulos entre vetores e usar o produto escalar como critério

de perpendicularidade.

Revisdo rapida — produto escalar, norma e angulo

¢ No plano (referencial ortonormado), com u = (X4, 1) € V = (X2, Y2): U+ V = X4X2 + Y1Ya2.

* No espago, com U = (X1, Y1, Z1) € V = (X2, Y2, Z2): U = V = X9X2 + Y12 + Z1Z2.

* Definicdo geométrica: u - v = |u| x |v| x cos B, em que B é o dngulo entre os vetores. O produto escalar é um nidmero, ndo um vetor.
e Norma: |u| = /(u - u) — no plano /(x2 + y?) e no espaco J/(x? + y2 + z2). E sempre = 0.

. Angulo entre vetores: cos 0 = (u- V) / (|u| x |v]). O resultado estd sempre entre -1 e 1.

* Perpendicularidade: u L v < u-v =0 (com u e v ndo nulos) — critério essencial para demonstrar retdngulos e dngulos retos.

Propriedade Expressao

Comutativa u-v=v-u

Norma ao quadrado u-u=|uf?

Perpendicularidade Ulveu-v=0

Angulo nulo / raso u-v=|ullv] (0° -u-v=-—ullv] (180°)
Exercicios

1. Calcula o produto escalar (no plano):a) u=(2,3)ev=(1,-1)-b)u=(-1,4)ev=(3,2)-c)u=(0,5 ev=(-2,0)-d) u=(2,2) ev=(3,-3). Em qual dos casos

os vetores sdo perpendiculares?

2. Calcula a norma: a) (3, 4) - b) (-1, 2) - ¢) (2, -1, 2) no espaco - d) (1, 1, 1) no espaco.

3. Determina o angulo entre os vetores: a) (1,0) e (1,1) - b) (1,0) e (0, 1) - c) (1,0) e (-1,0) - d) (0, 1) e (1, -1).
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E studantices * Exercicios (continuac3o)

4. Determina o valor de k para que os vetores sejam perpendiculares: a) (k, 2) e (3, -1) - b) (1, k) e (k, 4) - c) (k, 1, 2) e (1, -2, k) no espaco.

5. No espaco, considera u = (1, 2, -1) e v = (2, 0, 3). Calcula: a) u - v - b) |u] - ¢) |v| - d) 0 dngulo entre u e v (1 casa decimal).

6. Angulo reto: usa o produto escalar para mostrar que: a) o tridngulo de vértices A(0, 0), B(4, 0) e C(0, 3) é retangulo em A - b) o tridngulo de vértices P(1, 1), Q(4,
1) e R(4, 5) é retdngulo em Q.

7.VIF — corrige as falsas:a) u-v=v-u-b)u-u=|Jul?-c) seu-v=0,entdo u ou vtem de ser o vetor nulo - d) o produto escalar de dois vetores é um vetor - e) no

espago, U - V = X1Xz + Yayz + 2122.
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Exercicios (continuacdo)

8. Angulo de 60°: determina o valor positivo de k para que o 4ngulo entre u = (1, 0) e v = (k, 1) seja 60° (valor exato).

9. Completa a tabela (no plano):

u v u-v Jul
(1.2) (2,-1) — _—
(3.0 (0,-4) — -
(1, 1) (2,2) [ .

Perpendiculares?

10. Demonstra que, para quaisquer vetores u e v, se tem (u + v) - (u — v) = |u|]? — |v|2 Indicacdo: usa a propriedade distributiva e u - u = |u|2.

11. Com coordenadas: considera A(1, 2), B(3, 6) e C(7, 4). a) Calcula AB - AC - b) Calcula |AB| e |AC| - c) Determina o dngulo BAC.

12. Problema: determina as coordenadas de um vetor v = (x, y) de norma 5 e perpendicular ao vetor (3, 4). Apresenta a solucdo (ou solugdes) e justifica.

Dica: a norma vem sempre de /(u - u), nunca de u - u. E o critério de perpendicularidade € a Unica forma rigorosa de demonstrar um angulo reto

— nao basta «ver» no desenho.
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E studantices Solucdes

Solucoes — Produto escalar

1.a)2x1+3x%x(-1)=-1b)(-1) x3+4x2=5¢c)0x(-2)+5x0=0d) 2x3+2x(-3) =0. Sdo perpendiculares nos casos c) e d) (produto escalar nulo).
2.a) J(9+16)=5b) J(1+4)=/6¢c) J(4+1+4)=3d) J(1+1+1)=/3.

3.a)cosB=1/(1xJ2)=/2/2>0=45b)cosB=0->0=90°c) cos 6 =—-1 > B = 180° (vetores simétricos) d) cos 8 = -1/ (1 x /2) = -/2/2 > 8 = 135°.
4.2)3k-2=0->k=2/3b) 1 xk+kx4=5k=0>k=0c)kx1+1x(-2)+2xk=3k-2=0->k=2/3.

5.a)1x2+2x0+(-1)x3=-1b)juj=/(1+4+1)=/6¢)|v|=/(4+0+9)=/13d) cos 6 =-1/ (/6 x /13) =-1//78 = -0,1132 > 8 = 96,5° (4ngulo obtuso, coerente com
o produto escalar negativo).

6.a) AB=(4,0)e AC=(0,3) > AB-AC=4x0+0x3=0,logo AB L AC: o tridngulo é retingulo em Ab) QP = (1 - 4,1 - 1) = (-3,0) e QR = (4 — 4,5 1) = (0, 4) > QP - QR =
-3 x0+0x4=0,logo é retdngulo em Q.

7.a) V— o produto escalar é comutativo b) V ¢) F — dois vetores ndo nulos podem ser perpendiculares e ter produto escalar nulo d) F— o produto escalar é um nimero real,

ndo um vetor e) V.

8.¢cos 60°= (u-v)/ (Jul x |v]) = k/ (1 x J(k2 + 1)) = 1/2. Elevando ao quadrado: 4k2 = k2 + 1 - 3k2 = 1 - k = /3/3 (toma-se o valor positivo, para o angulo ser agudo).
9.(1,2)-(2-1)=2-2=0, |u| = /5, perpendiculares: sim | (3,0):(0,-4) =0, |u| = 3, sim | (1,1)-(2,2) =2 + 2 = 4, |u| = /2, ndo (sdo paralelos, com o mesmo sentido).
10. (u+Vv)-(u-v)=u-u—-u-v+v-u—-v-v.Comou-v=v-u,ostermos cruzados anulam-se: = u-u—v - v = |u|?2 — |v|2, como se pretendia demonstrar.

11.a)AB=(3-1,6-2)=(2,4eAC=(7-1,4-2)=(6,2) > AB-AC=12+8=20b) |AB| = /20 =2/5 e |AC| = /40 =2/10 ) cos 6 = 20/ (2,/5 x 2,/10) = 20/ /800 = 20/
(20/2) =1/J/2 > 6 = 45°.

12. As condigbes sdo v - (3,4) =0e|v| =5:3x + 4y = 0 > y = —=3x/4. Substituindo em x2 + y2 = 25: x2 + 9x2/16 = 25 > 25x2/16 =25 > x2=16 > x =+4. Logov = (4,-3) ouv =
(-4, 3) — sdo simétricos, ambos de norma 5 (,/(16 + 9) = 5) e ambos perpendiculares a (3, 4), pois 3 x 4 + 4 x (-3) = 0.

Nota: quando o dngulo vem por cos 6, interpreta o sinal antes de calcular: produto escalar negativo significa dngulo obtuso (maior que 90°), e positivo significa &ngulo agudo.
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