E studantices * Ficha

Ficha 27 — Polindmios: divisao, Ruffini e zeros

11° Ano Matemédtica A 4 paginas 12 exercicios

Objetivo: Efetuar a divisdo inteira de polindmios, usar a regra de Ruffini (algoritmo de Horner), aplicar o teorema do resto, determinar zeros e

multiplicidades e decompor polinémios em fatores.

Revisao rapida — divisao inteira, Ruffini e zeros

Divisdo inteira: D(x) = d(x) x Q(x) + R(x), com grau R < grau d. Se R(x) = 0, a divisdo é exata e d(x) € divisor de D(x).
Teorema do resto: o resto da divisdo de P(x) por (x — a) é P(a). Consequéncia: (x — a) é fator de P(x) se e sé se P(a) = 0 — isto &, se a for zero de P.

Regra de Ruffini (divisor x — a): escrevem-se os coeficientes de P (completando com O os graus ausentes), «desce-se» o primeiro e multiplica-se por a somando ao seguinte;

o ultimo valor obtido é o resto e os anteriores sdo os coeficientes do quociente (de grau uma unidade inferior).
Zero com multiplicidade m: P(x) = (x — a)™ x Q(x) com Q(a) # 0. A multiplicidade diz quantas vezes (x — a) aparece como fator.

Decomposicdo em fatores: um polindmio de grau n decompde-se em fatores lineares (x — a) e quadraticos irredutiveis, até n fatores lineares no méximo.

Avaliar por Horner é o mesmo processo de Ruffini: obtém P(a) sem substituir diretamente — mais rdpido e com menos erros.

Exercicios

1. Divisdo inteira: divide P(x) = x3 — 4x2 + 5x — 2 por (x — 1), indicando o quociente e o resto. A divisdo é exata?

2. Ruffini: usa a regra de Ruffini para dividir 2x3 + 3x2 - 5x + 1 por (x + 2).

3. Teorema do resto: determina o resto da divisdo de P(x) = x* — 2x + 3 por (x + 1), sem efetuar a divisao.
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E studantices * Exercicios (continuac3o)

4. Teorema do resto: determina o resto da divisdo de P(x) = x3 + 2x2 - x + 5 por (x — 2). Para que valor de k é que (x — 1) é divisor de P(x) = x3 + kx2 — 3x + 2?

5. Fatorizac3o: verifica se (x — 3) é fator de P(x) = x3 - 2x2 - 5x + 6 e, em caso afirmativo, decompde P(x) em fatores de grau 1.

6. Multiplicidade: indica o grau, os zeros e a respetiva multiplicidade: a) P(x) = (x = 1)2(x + 3) - b) Q(x) = x(x + 2)3.

7. Multiplicidade tripla: mostra que P(x) = x3 — 3x2 + 3x — 1 tem um Unico zero, com multiplicidade 3.
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8. Decomposicdo: decompde em fatores P(x) = x3 — x2 — 4x + 4 (sugestdo: agrupa os termos dois a dois).

9. Divisdo exata: divide x3 + 1 por (x + 1) e conclui se (x + 1) é fator.

10. Horner: avalia P(x) = 2x* - 3x2 + x — 5 em x = 2, usando o algoritmo de Horner. Confirma o resultado por substituicdo direta.

11. V/F — corrige as falsas: a) o grau do resto é menor do que o grau do divisor - b) se P(a) = 0, ent3o (x — a) é divisor de P - c) o resto da divisdo de P(x) por (x — a)
é P(-a) - d) se um zero tem multiplicidade par, o gréfico é tangente ao eixo Ox nesse ponto - €) (x — 1)3 tem trés zeros distintos.

12. (Python) Escreve um programa que aplique a regra de Ruffini & divisdo de P(x) = x3 — 4x2 + 5x — 2 por (x — 1) e imprima os coeficientes do quociente e o resto.

def ruffini(coefs, a):
out = [coefs[0]]
for ¢ in coefs[1:]:
out.append(c + out[-1] * a)
return out[:-1], out[-1]

q, r = ruffini([1, -4, 5, -21, 1)
print(q, r)

Dica: na regra de Ruffini completa sempre os graus em falta com 0 (por exemplo, x3 + 1 escreve-se como coeficientes 1, 0, 0, 1) — esquecer um

zero é o erro mais frequente. E recorda: o divisor de Ruffini é (x — a), logo usa-se o valor de a com o sinal trocado do que aparece no divisor.
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~ e 2 .
Solucoes — Polinomios

1. Coeficientes 1, -4,5,-2 coma=1 - 1, -3, 2, |0. Quociente: x2 - 3x + 2; resto: 0. A divisdo é exata (1 é zero de P).

2. Coeficientes 2, 3, -5, 1 coma=-2 > 2, -1, -3, |7. Quociente: 2x2 — x — 3; resto: 7.

3.P(-1)=1-2(-1)+3=1+2+3=6 (orestode P por (x + 1) é P(-1)).

4.P(2)=8+8-2+5=19.Para (x — 1) serdivisor: P(1) =1 +k-3+2=k=0->k=0.

5.P(3) =27 -18 - 15+ 6 =0, logo (x — 3) é fator. Dividindo por Ruffini (a = 3) obtém-se x2 + x — 2, que se fatoriza em (x + 2)(x — 1). Decomposicdo: P(x) = (x — 3)(x + 2)(x — 1).
6. a) Grau 3; zeros: x = 1 (multiplicidade 2) e x = -3 (multiplicidade 1) b) Grau 4; zeros: x = 0 (multiplicidade 1) e x = -2 (multiplicidade 3).

7. Repara que P(x) = x3 - 3x2 + 3x — 1 = (x — 1)3 (coeficientes 1, -3, 3, —1). Logo o Unico zero é x = 1, com multiplicidade 3 (na forma P(x) = (x — 1)® x 1, e o fator restante vale 1 #
0).

8.x3-x2-4x+4=x3(x-1)-4(x-1)=(x-1)(x2=4) = (x = 1)(x = 2)(x + 2).
9. Completando os graus: coeficientes 1,0, 0, 1 coma=-1 - 1,-1, 1, |0. Quociente: x2 - x + 1;resto 0 - (x + 1) é fatore x3 + 1 = (x + 1)(x2 — x + 1).
10. Coeficientes 2, 0, -3, 1, -5 com a = 2 - Horner: 2, 4,5, 11, 17. Logo P(2) = 17; por substituicdo direta: 2x 16 -3x4+2-5=32-12+2-5=17 V.

11. a) V b) V (consequéncia do teorema do resto) c) F— o resto é P(a) e ndo P(-a) d) V — multiplicidade par = o grafico toca e volta atrds (tangente) e) F — (x — 1)3 tem um

unico zero, x = 1, com multiplicidade 3.

12. O programa imprime [1, -3, 2] 0: os coeficientes do quociente sdo 1, -3 e 2 (isto é, x2 — 3x + 2) e o resto é 0 — exatamente o resultado do exercicio 1. Confirma também que

o ultimo valor obtido por Ruffini € o resto (e, pelo teorema do resto, o valor de P(a)).

Nota: escreve sempre o divisor na forma (x — a) antes de aplicar Ruffini— em (x + 2), a = —2. E justifica cada afirmacdo pelo teorema do resto em vez de efetuar divisdes desnecessdrias.
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