E studantices * Ficha

Ficha 30 — Funcoes racionais: f(x) = a + b/(x — c)

11° Ano Matemédtica A 4 paginas 12 exercicios

Objetivo: Estudar fungées do tipo f(x) = a + Xb+c — dominio, intersecGes com os eixos, sinal, monotonia e assintotas — e relacionar o seu gréafico

com o da funcao 1/x por transformacdes.

Revisdo rapida — a funcio a + b/(x - ¢)
* Dominio: R\ {c} — o valor que anula o denominador fica de fora (¢ ai que estd a assintota vertical).
* Assintotas: vertical x = c (o grafico aproxima-se dela quando x = ¢, sem a tocar) e horizontal y = a (comportamento no infinito: f(x) = a quando x = o).
* Intersecdes com os eixos: com Oy calcula-se f(0) (se O pertence ao dominio); com Ox resolve-se f(x) = 0.
® Sinal: reduz-se a uma fracdo Unica: a + x_k—)c = W; o sinal obtém-se com um quadro de sinais do numerador e do denominador (atencdo: ¢ nunca pertence ao

dominio).

* Monotonia: se b > 0 a funcdo € decrescente em cada ramo; se b < 0 é crescente em cada ramo (nunca é mondtona em todo o dominio, pois tem dois ramos separados pela
assintota).

e Transformac6es de 1/x: xb? + a obtém-se a partir de 1/x por: translacdo horizontal de c unidades, dilatagdo vertical de fator |b| (espelhando se b < 0) e translagdo vertical

de a unidades.
Exercicios

1. Dominio e assintotas: para f(x) = 2 + 3/(x — 1), indica o dominio e as equacdes das assintotas vertical e horizontal.

2. Intersecdes com os eixos: determina os pontos de intersecdo do gréfico de f(x) = 2 + 3/(x — 1) com os eixos coordenados.

3. Estudo do sinal: estuda o sinal de f(x) = 2 + 3/(x — 1), escrevendo-a como fracdo Unica e usando um quadro de sinais.
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E studantices * Exercicios (continuac3o)

4. Monotonia: justifica que f(x) = 2 + 3/(x — 1) é decrescente em cada um dos ramos do seu dominio. A funcdo é decrescente em todo o dominio? Explica.

5. Transformacdes: descreve, por passos, as transformacdes que levam o grafico de y = 1/x ao graficode y = 3/(x - 2) + 1.

6. Assintotas: indica o dominio e as assintotas de g(x) = -1/(x + 2).

7. Intersecoes: determina as intersecdes de g(x) = -1/(x + 2) + 1 com os eixos coordenados.
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E studantices * Exercicios (continuac3o)

8. Equacdo: resolve 2 + 3/(x - 1) = 1.

9. Inequacdo: resolve 2 + 3/(x — 1) > 0, indicando o conjunto-solugdo.

10. Determinar a expressdo: escreve a expressao de uma funcdo do tipo f(x) = 3 + b/(x + 1) cujo grafico passa pelo ponto (0, 1), e indica as suas assintotas.

11. V/F — corrige as falsas: a) o dominio de f(x) = a + b/(x — c) é R\ {c} - b) a reta y = a é assintota horizontal - c) se b > 0 a fung3o é crescente em cada ramo - d) o

grafico de f(x) = a + b/(x — c), com b £ 0, nunca interseta a assintota horizontal - e) f(x) = 1/x tem assintotas x=0ey =0.

12. Problema: o custo médio por peca, em euros, ao produzir x milhares de pecas é C(x) = 4 + 8/(x + 1). a) Qual é o custo médio tendencial para produ¢es muito

grandes (x & +o)? b) A partir de quantas pecas o custo médio n3o excede 5 € por peca?

Dica: transforma sempre a expressdo numa fracdo uUnica antes de estudar o sinal — com duas parcelas € facil enganar-se. E lembra-te: a

assintota vertical nunca pertence ao dominio, por isso nos quadros de sinais a coluna de c fica aberta (3).
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E studantices Solucdes

Solucoes — Funcoes racionais

1. Dominio: R\ {1}. Assintota vertical: x = 1; assintota horizontal: y = 2.
2.Com Oy: f(0)=2+3/(0-1)=2-3=-1- ponto (0,-1). ComOx: 2+ 3/(x - 1) =0 & 3/(x - 1) =-2 & x - 1 =-3/2 & x=-1/2 > ponto (-1/2, 0).

3. Fracdo Unica: 2 + 3/(x = 1) = [2(x — 1) + 3]/(x — 1) = (2x + 1)/(x — 1). Zeros do numerador: x = —1/2; zero do denominador: x = 1 (excluido). Quadro de sinais: para x < -1/2,
(-)/(-) = positivo; em ]-1/2, 1], (+)/(-) = negativo; para x > 1, (+)/(+) = positivo. Logo f > 0 em ]-o0, -1/2[ u]1, +oo[ e f <0 em ]-1/2, 1[.

4. Como b =3 >0, em cada ramo a funcdo é decrescente (quando x aumenta dentro de um ramo, o valor de 3/(x — 1) diminui). Ndo é decrescente em todo o dominio: entre os

dois ramos existe a assintota x = 1, e por exemplo f(0) = -1 < f(2) = 5 — a funcdo «salta» de —oo para +o0, pelo que a monotonia sé se afirma ramo a ramo.

5. Partindo de y = 1/x: (1) translacdo horizontal de 2 unidades para a direita = y = 1/(x — 2); (2) dilatacdo vertical de fator 3 = y = 3/(x — 2); (3) translacdo vertical de 1 unidade
para cima = y = 3/(x — 2) + 1. Assintotas finais: x =2 ey = 1.

6. Dominio: R\ {-2}. Assintota vertical: x = -2; assintota horizontal: y = 0 (a = 0).

7.Com Oy:g(0) =-1/(0+2) + 1 =-1/2 + 1 = 1/2 > ponto (0, 1/2). Com Ox: -1/(x +2) + 1 =0 e 1/(x +2) =1l e x+2=1 & x = -1 > ponto (-1, 0).
8.2+3/x-1)=1e3/(x-1)=-1ex-1=-3 x=-2 (pertence ao dominio V).

9. Usando a fragdo Unica: (2x + 1)/(x — 1) > 0. Pelo quadro de sinais da quest&o 3, o quociente é positivo em ]-e0, =1/2[ u ]1, +oo[.

10.f(0) =3 +Db/(0+1)=3+b=1->b=-2 logo f(x) =3 - 2/(x + 1). Assintotas: x = -1 (vertical) e y = 3 (horizontal).

11.a) Vb) Vc) F—se b > 0 afuncdo é decrescente em cada ramo (crescente é com b < 0) d) V— como b # 0, a equacdo a + b/(x — ¢) = a ndo tem solucdo e) V.

12. a) Quando x = +o0, 8/(x + 1) = 0, logo C(x) = 4 € por peca (a assintota horizontal y = 4 é o custo médio minimo tendencial) b) C(x) <5« 4+ 8/(x+1)<5& 8/(x+ 1)< 1l &

(comx+1>0)x+1=28& x=7.Como x estd em milhares de pegas, é preciso produzir 7 000 pecas (ou mais).

Nota: sempre que a inequagdo envolve um denominador, escreve a fragdo Unica e usa o quadro de sinais — nunca «passes a multiplicar» o denominador sem saber o seu sinal.
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